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Introducao

Esse projeto foi guiado por um tipo de problema muito antigo mas que
ainda sim é batante estudado, o problema consiste em determinar solu¢des
para equagdes diofantinas. Essas equagdes sdo expressdes polinomiais da
forma p(xy,...,x,) = 0 com coeficientes inteiros, e as solugdes desejadas
sdo aquelas dadas por ntimeros inteiros. Por exemplo: z? + y? = 2% e
y* = = — 3, sdo equagdes diofantinas, a trinca (3,4, 5) é um resultado para
o primeiro exemplo. Podemos buscar solugdes racionais para equagdes
diofantinas e a partir delas encontrar solugdes inteiras. O nome para esse
tipo de equacdo vem de Diofanto de Alexandria, pois foi ele um dos pri-
meiros a publicar um compilado de resultados sobre esse tipo de equagdo
e propriedades envolvendo ntimeros inteiros.

Na primeira parte do projeto estudamos algumas estruturas algébricas,
que nos permitem caracterizar de forma precisa certos tipos de conjuntos.
A partir do capitulo trés passamos a estudar conjuntos que possuem pro-
priedades que possibilitam encontrar solu¢des para equagdes diofantinas,
por exemplo os inteiros de Gauss Z[i]. Vimos também que esses conjun-
tos possuem propriedade semelhantes ao conjunto dos niimeros inteiros
Z, pois ambos sdo dominios euclidianos, para isso provamos que o algo-
ritmo da divisdo euclidiana é consistente em cada conjunto em questdo.
Ap6s isso estudamos sobre ternas pitagéricas e soma de dois quadrados.

Na ultima parte do projeto, estudamos de forma introdutoéria a teoria
das curvas elipticas. Essa teoria, por sua vez, possibilitou um resultado
sobre a famosa equagdo diofantina 2" + y" = 2", teorema conhecido como
o tiltimo teorema de Fermat. Nessa fase do projeto vimos que é possivel es-
crever algumas equagdes diofantinas na forma de uma curva eliptica e que
os pontos racionais de uma curva eliptica é um grupo abeliano finitamente
gerado, resultado conhecido como teorema de Mordell-Weil. Também
abordamos, num caso particular, a definicdo da operacdo que da origem
a esse grupo abeliano. Por final, vimos que o teorema da uniformizacao
possibilita a interpretacdo de uma curva eliptica como um torus. Ao longo
de cada seccdo, faremos mencao aos principais livros utilizados.



Capitulo 1
Grupos

Neste capitulo abordaremos de forma introdutéria um ramo impor-
tante da Algebra. As principais referéncias usadas para esse assunto fo-
ram, [4, Abstract algebra] e[6, Introducao a élgebra]. Queremos usar uma
operacdo entre dois elementos de um conjunto a fim de obter um terceiro
objeto desse mesmo conjunto. Essa operagao possue suas particularidades
e define um tipo especifico de conjunto, o qual chamamos de grupo. Vale
ressaltar que, o simbolo que denotard tal operacdo é o mesmo utilizado
para representar a multiplicacdo da aritmética usual, porém néo se trata
especificamente da multiplicagdo comum.

1.1 Grupos

Defini¢dao 1.1. Seja G um conjunto o qual possui uma operacdo bindria
denotada por:

2 GEGxGE -G
(a,b) —a-b

Dizemos que o par (G, -) é um grupo se satisfaz os seguintes axiomas:
(Gl) (a-b)-c=a-(b-¢c) ,Ya,b,ceqG

(G2) degeG:a-eg=eg-a=a ,VaeG

(G3) VacG,JateG:a-at=a' a=¢cq

Comentdrio 1.1. O axioma (G1) é a associatividade da operacdo - definida
no conjunto, e o elemento e do axioma (G2) é a identidade do conjunto G,
isto é, o elemento neutro da operacdo - em G. Se ndo houver ambiguidade
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na interpretagdo da identidade de um grupo, denotaremos eq simples-
mente por e. O axioma (G2) garante que um grupo é sempre ndo vazio.
A notacdo a~! ndo simboliza, necessariamente, a razdo 1 /a, mas sim o in-
verso do elemento a € G em relacdo a operagdo definida em G.

Defini¢do 1.2. Se G é um conjunto finito, dizemos que (G, -) é um grupo fi-
nito e a ordem de (G, -) é igual ao ntimero de elemento de GG, caso contrario
dizemos que (G, -) é um grupo infinito.

Proposicao 1.1. Seja (G, -) um grupo. Entdo:

(i) A identidade e de G é tinica.

(i1) Para cada a € G, a™' é unicamente determinado.
(iii) (a™')™' =a,Va € G.

(iv) (a-b)'=0b""1-a!

Demonstragio. (i) Suponha que exista outra identidade em G, digamos f.
Entdo pelo axioma (G2) temos e = e - f. Pelo mesmo axioma vem f =e- f.
Portando, temos que e = f. Logo, a identidade é tnica.

(i7) Suponha que exista outro elemento b € Gtalquea-b=10-a =e.
Entdo temos que a - b = e. Fazendo a operagdo com a~! pela esquerda e
usando os axiomas (G1) e (G2) obtemos:

1

atl(a-b)=a'e = (a'-a)-b=a' = b=a"

Portanto, a~! é inicamente determinado.

(iii) Tome a € G. Pelo axioma (G3) existe a~' € G inverso de a e pelo
mesmo axioma existe (a™')"! € Gtalque a™! - (a™!)~! = e. Entdo, fazendo
a operagdo pela direita nessa igualdade e utilizando (G1) e (G2) segue que:

1

afa @) =ae = (aa) @) =a = @)=

(iv) Tome a,b € G. Pelo axioma (G3) existem a1, b~ € G inversos de
a e b respectivamente. Também, a - b € G, novamente pelo (G3), existe
(a-b)t e Gtalquee = (a-b)~' - (a-b). Assim, fazendo a operagdo com
b~! pela direita e utilizando os axiomas (G1) e (G2) obtemos:

e-bt=1[a-b)" - (a-b)]-b
=(a-0)~"[(a-b)-b" 1]
=(a-0)7" [a (b-7")]
=(a-b)~"-



Logob™! = (a-b)~! - a. Agora, fazendo o mesmo com a~! obtemos:

bloat=[a-b)'al-a?
= (a . b)_l . (a . a_l)
= (a-0)"

]

Definigdo 1.3. Para qualquer grupo G, para quaisquer z € G en € Z7,
definimos " = z---z(n termos), z™" = x~'--- 27! (n termos) e z° = ¢

sendo ¢ a identidade de G.

Proposicao 1.2. Seja G um grupo e sejam x € G e a,b € Z*. Entdo:
(1) CEa+b — l’al’b.

(2) 2% = (z9)".

(3) (x9) t=a7% = (x7 1)

Demonstragdo. (1) Se a = b = 0, temos que 22" = ee = e = 2*™. Suponha

queou a # 0ou b # 0, digamos a # 0. Vamos fazer indugdo em b. Para o
caso da base, suponha que b = 0. Assim temos que 2™ = 2% = 2% = 2%,
Suponha idutivamente que z*™* = z%2® para todo 0 < b < k para algum
k € Z*, vamos mostrar que vale para b = k + 1. Fazendo b = k + 1, temos
que z0+0 = potktl) = glath)+l — gatky Pela hipotese indutiva obtemos
2R = (2%%)r = 2%(a*z) = p?2* T = 22, O que finaliza a inducdo.

(2) Se a = b = 0, temos que (2%)’ = ¢® = ¢ = ee = . Suponha que ou
a # 0oub # 0, digamos a # 0.Vamos fazer inducdo em b. Para o caso
da base, suponha que b = 0. Dai temos que (z%)* = e = 2. Suponha
indutivamente que (z%)" = 2 para todo 0 < b < k, para algum k € Z*,
vamos provar que vale para b = k + 1. Considere b = k + 1, daif temos que
(z%)> = (z*)*1, 0 que por (1) implica em (z)*™! = (z%)¥z°. Pela hip6tese
indutiva e por (1) vem (z%)fz® = g%z = gok+e = galk+l) — gab Aggim,
finalizamos a indugao.

(3) Se a = o, temos que (z*)"! = e ! = e = 27 Suponha a # 0. Fazendo
b = —1em (2) temos que (z%)~! = %Y = 7% Analogamente temos que
(z7He =27 O

1

Proposicdo 1.3. Seja G um grupo e sejam x € G e a,b € Z. Entdo:
(1) 29 = gzb,

(2) :L.ab — (xa)b.



Demonstragio. Basta utililzar a parte (3) da Proposicdo 1.2 na parte (1) e
(2). O

Defini¢do 1.4. Sejam G um grupo e z € G. Definimos a ordem de = em
relagdo a G como o menor inteiro positivo n tal que 2" = e e denotamos
por ord¢(z) = n. Se ndo existe n inteiro positivo tal que 2" = e, dizemos
que z tem ordem infinita.

Proposicio 1.4. Seja G um grupo. Para qualquer x € G temos que ordg(z) =
ordg(z71).

Demonstragdo. Tome = € G arbitrdrio. Desde que G é um grupo, temos
que z~! € G. Considere ordg(z) = n € Z*. Pela Proposi¢do 1.3(2) ob-
temos 27" = (2")"! = e7! = e. Entdo, ordg(z~!) = n. Reciprocamente,
suponha que ordg(z7!) = n € Z*. Segue que 2" = ("D = (z7)7! =
[(z71)"]7! = e7! = e. Portanto, ordg(x) = ordg(z71). O

Proposigao 1.5. Seja G um grupo e sejam a,b € G. Entdo as equagdes ax = b
e ya = b possuem solugdo tinica. Em particular temos que as duas implicagdes
abaixo sdo consistentes G:

au =av — U= va =ua — U = U.

Demonstragio. Para resolver a equagdo ax = b basta multiplicar a equacdo
a esquerda por a~ !, logo = a~'b. Como a~' é unicamente determinado,
temos que = a 'b também o é. De forma anéloga temos que ya = b,
implica em y = ba~! com esse resultado unicamente determinado. Agora
considere au = av. Multiplicando a equagdo por a~' a esquerda obtemos
u = v. Analogamente temos que va = ua implica em v = w. O

Defini¢do 1.5. Dizemos que um grupo (G, -) é um grupo abeliano quando:
a-b=b-a ,Va,bed

Ou seja, um grupo (G, -) é abeliano se a operacgdo definida possui a propri-
edade comutativa.

Exemplo 1.1. O conjunto dos ntmeros inteiros Z juntamente com a
operacdo de soma + formam um grupo abeliano. Isto é, o par ordenado
(Z,+) é um grupo abeliano no qual e = 0 e a~' = —a. De forma mais geral,
temos que (Q, +), (R, +), (C, +) sdo grupos abelianos.

Exemplo 1.2. Os ntimeros racionais sem o elemento neutro aditivo(zero),
que é denotado por Q*, com a operagdo de multiplicagdo - formam um
grupo abeliano. Ou seja, o par ordenado (Q*, -) é um grupo abeliano onde
e=1ea ! =1/a. Assim como (R, "), (C,-) também sdo grupos abelianos.
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Definicao 1.6. Seja S C G e G um grupo. Dizemos que G é um grupo
gerado por S quando todo elemento de G pode ser escrito como produto
finito de elementos de S em relagdo a operagdo - de G. Denotamos essa
relacdo por G = ().

Defini¢ao 1.7. Se G' é um grupo gerado por S e S é um conjunto finito,
dizemos que G é um grupo finitamente gerado.

Exemplo 1.3. Desde que 1 € Z e todo ntimero inteiro pode ser escrito
como soma finita de 1 e —1, temos que (Z,+) = (1). Também, como {1}
é um conjunto finito e é gerador de (Z, +), temos que (Z, +) é finitamente
gerado.

Definic¢ao 1.8. Seja G um grupo. O conjunto H C G é um subgrupo de G
se H # & e se H é fechado em relacdo ao inverso e em relacdo a operacao
- definida em G.

Comentario 1.2. A partir da defini¢do acima, para mostrar que H é um
subgrupo de G precisamos provar que:

1. H+o.
2. Dado qualquer z € H, tem-se ™' € H.

3. Dados quaisquer z,y € H, tem-se z -y € H.

Exemplo 1.4. Qualquer grupo G possui dois subgrupos H = G e H = e,
onde e é a identidade de G.

Exemplo 1.5. Temos que Z < QQ em relacdo a operagao + de adigao.

Exemplo 1.6. Temos também que {2k € Z;k € Z} e {2k + 1 € Z;k € Z}
sdo subgrupos de Z em relacdo a operagdo + de adicdo.

Proposicao 1.6 (Critério de subgrupo). Sejam G um grupo e H C G. Entdo
H < @G se, e somente se:

(1) H+# 2.
(2) Va,y € H tem-se xy~* € H.

Demonstragio. (=) Se H < G, segue direto da Defini¢do 1.7 que (1) e (2)
sdo verificadas. (<) Suponha que (1) e (2) sdo verificadas. Por (1) temos
que H # &, entdo tome z € H qualquer. De (2) temos que ¢ = zax~! € H,
ou seja, H contém a identidade de GG. Desde que z,e € H, novamente por
(2), temos que ex™! = 2! € H. Agora tome z,y € H, pelo o que acabamos
de mostrar, temos que y~' € H. Logo, por (2) temos que z(y*)"! € H,
entdo xy € H. Portanto, temos que H < G. O
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1.2 Homomorfismo de grupos e grupo quociente

Defini¢do 1.9. Sejam (G, -) e (H, x) grupos. Chamamos de homomorfismo
de grupos é uma fungdo ¢ : G — H tal que:
p(x-y) = p(x) X p(y), Yo,y € G.

Definicdo 1.10. Sejam (G, ) e (H, x) grupos. Dizemos que uma fungdo
¢ : G — H é um isomorfismo quando ¢ é bijetiva e, também, um homo-
morfismo. Nesse caso, dizemos que G e H sdo isomorfos e escrevemos
G=>~H.

Comentario 1.3. Dois grupo (G, -) e (H, x) sdo isomorfos entre si quando
existe um bijecdo entre eles que preserva a estrutura de grupo. Podemos
intuitivamente observar G e H como o mesmo grupo com o detalhe de
que a operacdo e os elementos sdo escritos de maneira diferente. Ou seja,
qualquer propriedade de G em relacgdo a - é consistente em H em relacdo
a x.

Observacgdo 1.1. A relagdo = que denota quando dois grupos sdo isomor-
fos entre si é uma relacdo de equivaléncia.

Exemplo 1.7. Temos que (R, +) = (R*, x). De fato, a funcdoexp : R — R*
dada por exp(z) = €, onde e é a a base do logaritmo natural, é tal que
exp(z +y) = " = e”e. Desde que exp : R — RT é a inversa da fungéo
logaritmica In : R* — R, temos exp bijetiva.

Definic¢ao 1.11. Sejam G e H grupos e seja ¢ um homomorfismo ¢ : G —
H. O niicleo(kernel) de ¢ é o conjunto

kerp = {g € Glp(g) = en}.
onde ¢, é a identidade de H.
Proposicao 1.7. Sejam G e H grupos e v um homomorfismo ¢ : G — H.
(1) ¢leq) = emn.
(2) p(g7") = wlg) " Vg € G.
(3) o(g") =¢(g9)",Vn € Z
(4) ker p < G.
(5) Imp < H.



Demonstragio. (1) Temos que ¢(eq) = plegea) = ¢leq)p(eq). Desde
que H é um grupo e p(eq) € H, vale a propriedade cancelativa. Assim
pleq) = plea)p(eq), implica em p(eq) = ex.

(2) Por (1) vem ey = ¢l(ea) = @(gg™") = #(g)e(g™"). Como p(g) € H,
segue que ¢(g)~' € H. Dai temos que ey = ¢(g)p(g~") implica em
p(g) " = lg™).

(3) Vamos mostrar por indugdo que a igualdade vale para todo n € Z*.
Para o caso da base considere n = 1 e o resultado é direto. Supo-
nha indutivamente que vale para algum n € Z*. Assim, temos que

o(g"™) = 9(g"9) = v(gM)e(g) = ¢(9)"v(9) = ©(g)"*!, o que finaliza a

indugdo. Agora utilizando (2) obtemos ¢(g7") = p((¢g")™) = ¢(g") ' =

[0(9)"] *¢(g9)~". O que finaliza a demonstragao.

(4) Por (1) temos que e € keryp, ou seja, kerp # &. Tome z,y € kery
arbitrérios. Entdo p(z) = ¢(y) = ey e temos p(zy ') = p(z)p(y™!) =
o()p(y)~t = egey' = ep. Assim, 2y~ € ker . Portanto, pela Proposi¢ao
1.6 temos que ker ¢ < G.

(5) Como ey = p(eq) € Imyp, segue que Imy # @. Tome hy, hy € Imy
quaisquer. Entdo existem g¢1,¢9. € G tais que ¢(g1) = hi e p(g2) = ho.
Desde que g2 € G e ¢(g2) € H, temos que g, € Gep(g)™ € H. Assim,
como ¢ é um homomorfismo e por (2), obtemos ¢(g195 ') = w(91)¢(g5 ") =
©(g1)¢(g2)"" € H. Portanto, pela Proposigdo 1.6 temos que Imp < H. [

Proposicdo 1.8. Sejam G um grupo, H < G e x,y,z € G. Entdo, v = y
mod H se, e somente se, vy~' € H definie uma relagdo de equivaléncia em G.

Demonstragio. Desde que z2~! = e € G, temos © = x mod H. Logo,

a relacdo é reflexiva. Como z = y mod H se, e somente se, zy ' € H,
segue que yz~ ' = (zy~')"' € H. Assim y = # mod H. Entdo a relagdo
é simétrica. Agora,sex =y mod Hey =2z mod H, temoszy ' € He
yz~t € H. Dai zz! = (xzy ) (yz~') € H,logo z = z mod H. Assim. a
relacdo é transitiva. Portanto é uma relagdo de equivaléncia. O

Definic¢ao 1.12. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x € G. Dize-
mos que T = {y € G;y =2 mod H} é uma classe de equivaléncia.

Defini¢ao 1.13. Sejam G um grupo, H < G e g € G. Dizemos que Hg :=
{hglh € H} é uma classe lateral a direita de H em G.

Observacao 1.2. Temos que g = Hg. De fato,

1

r€Eg << r=g modH < xg =heH < z=hg

para algum h € H.



Defini¢do 1.14. Definimos o conjunto quociente de G' por H(dizemos
também G médulo H) por G/H :={g;9 € G}.

Proposi¢do 1.9. Seja G um grupo e H < G. Entdo, para quaisquer g,h € G
tem-se que g - h = g - h define uma operagio no conjunto G/H. Além disso,
(G/H,-) é um grupo.

Demonstragio. Para provar que a operagdo do enunciado é uma operacao
em G/ H, precisamos mostrar que a defini¢do independe dos representan-
tes das classes. Sejam T = @ e ¥ = b. Vamos mostrar que (zy)(ab)~! € H.
Desde que zy - (ab) ™' = xya~'b"' eT =@,y = b, temos que ra~ ', yb~ € H.
Agora,se za™' = hy € Heyb™' = hy € H, entéo:

(zy)(ab) ™" = x(hy)a™" = (hia)(hs)a™' = hi(ahga™")

como hy,ahsa™! € H, segue que (zy)(ab)~' € H. Portanto, a defini¢do
independe dos representantes.

Vamos mostrar que (G/H,-) é grupo. Temos que ez = Heg = H. Desde
quee; - g = €g - g = g para qualquer g € G, temos que e € a identidade
de G/H. Também temos,

T-(y-7)=T-7 2

T
= (z-y)z
=Ty -2
:(§~§)~3.

Por final, se g € G/H, entdo g-! € G/H. Eseguequeg-g-' =g g ! = eg.
O que finaliza a demonstracéo. O

Teorema 1.1. Sejam G um grupo, H < G. Entdo, G/H é um grupo quociente
se, e somente se, H é niicleo de algum homomorfismo.

Demonstragio. (=) Suponha que G/H é um grupo quociente. Considere
a fun¢do 7 : G — G/H dada por g — 7(g) = g. Vamos mostrar que 7 é
um homomorfismo. E evidente que 7 é sobrejetiva. Dados g, h € G, temos
m(gh) = gh = g-h = n(g) - h. Logo, 7 é um homomorfismo de grupo.
Agora seja g € G tal que 7(g) = €. Temos que:

m(g)=eg < g=¢eg < x € H.

Portanto, H = ker .
(<) Suponha que H = kery onde ¢ : G — F é um homomorfismo de
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grupo. Assim, pela Proposic¢ao 1.7(1) temos que ¢(e¢) = er, logo e € H.
Tome f,g,h € H, entdo pela Proposi¢ao 1.7(4) temos que kerp < G e,
assim, (fg)h = f(gh). Agora, seja g € H. Dali, pela Proposicao 1.7(1) e (2)
temos:

logo, 7! € H. O que mostra a existéncia de elemento oposto. Portanto
H O

Comentdrio 1.4. Dizemoque a fun¢do 7 acima é a projegio canonica de G
em G/H.
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Capitulo 2
Anéis

Vimos que a teoria dos grupos possui suas propriedades baseadas em
uma tnica operac¢do bindria. Neste capitulo abordaremos conjuntos que
tém suas especificidades oriundas de duas operagdes bindrias que chama-
mos de adi¢do e multiplicagdo, além disso, sdéo munidos pela lei distribu-
tiva. A leitura para essa secc¢ago foi baseada nos mesmos livros usados
para o capitulo anterior, [4] e [6], e também utilizamos a dissertagdo de
mestrado [5, Euclidean rings] para um melhor entendimento do dltimo
assunto desse capitulo.

2.1 Anéis e corpos

Definigdo 2.1. Seja R um conjunto munido de duas operagdes bindrias,
soma e multiplicacdo, respectivamente dadas por:

+:RxR—R TRXR—R
e
(a,b) —a+b (a,b) —a-b

Dizemos que a tripla ordenada (R, +, ) é um anel quando sao satisfeitos
0s seguintes axiomas:

(R1) (R,+) é um grupo abeliano
(R2) (a-b)-c=a-(b-¢c) ,Ya,b,ceR
R3) a-(b+c)=a-b+a-¢c e (b+c)-a=b-a+c-a ,Ya,bjc€R

Por simplicidade escreveremos ab ao invés de a-b, para a, b € R, quando
ndo houver ambiguidade para interpretagdo. Também iremos nos referir
a um anel (R, +,-) simplesmente pela notagdo de seu conjunto, ou seja,
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indicaremos o anel simplesmente por R. A identidade aditiva de um anel
é denotado por 0 a o inverso aditivo de um elemento a é denotado por —a.

Definic¢do 2.2. Seja R um anel.

(1) Dizemos que R é um anel comutativo se verificar (a -b) - ¢ =a- (b- ¢)
para quaisquer a,b,c € R

(2) Dizemos que um R é um anel com identidade se existe 1 € R tal que
lp-a=a-1gp =aparatodoa € R

Proposicao 2.1. Seja (R, +, -) um anel. Entdo:
(i) Da=a0=0 ,VYa€R
(ii) (—a)b =a(—b) = —(ab) ,Va,b€ R
(iii) (—a)(—=b)=ab ,Va,be R
(iv) Se (R,+,-) tem identidade 1, entdo ela é tinicae —a = (—1)a ,Ya € R

Demonstragio. (i) Tome a € R com a # 0. Vamos mostrar que 0 = 0Oa, 0
caso 0 = a0 é andlogo. Pelo axioma (R3) temos:

0a = (04 0)a = a0 + Oa

Como (R, +) é grupo, pela Proposic¢do 1.2. (i) devemos ter 0 = Oa. Agora
vamos mostrar que 0 = 0 - 0. De fato, para a € R ndo nulo temos que:

0-0=0-[a+ (—a)] =0a+ 0(—a) = 0.
(17) Tome a,b € R. Utilizando (i) e (R3) temos:
—ab+ab=0=0=(—a+a)b=(—a)b+ab = —ab=(—a)b (2.1)
onde a implicagdo segue da Proposigao 1.2. (ii). Analogamente obtemos:
—ab+ab=0=a0 =a(-b+b) =a(-b)+ab = —ab=a(-b) (2.2)

Portanto, de (1.1) e (1.2) temos que —ab = (—a)b = a(—b).
(i7i) Sejam a, b € R quaisquer. Utilizando (i), (ii) e (R3) segue que:

0= (=a)0=(=a)[b+ (=b)] = (=a)b+ (=a)(=b) = —ab + (—a)(=b)

Portanto, temos que ab = (—a)(—b).
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(iv) A demonstracdo da unicidade é idéntica a da Proposi¢ao 1.2.. Mos-
traremos que —a = (—1)a para qualquer a € R. Suponha que a = 0, desde
que 0 + 0 = 0, temos que —0 = 0. Dai segue de (i) que —0 = 0 = (—1)0.
Agora suponha que a # 0, entdo por (i) e por (R3) assim:

0=0a=(-1+1a=(-1)a+a
Logo, pela unicidade do elemento oposto devemos ter —a = (—1)a. O
Definicdo 2.3. Seja (R, +, -) um anel.

(1) Um elemento ndo nulo a € R é chamado divisor de zero se existe b € R
ndo nulo tal que ba = 0 ou ab = 0.

(2) Assuma que (R, +,-) possui identidade 1 # 0. Dizemos que u € R
é uma unidade se existe v € R tal que uv = vu = 1. O conjunto das
unidades de R é denotado por R*.

Comentdrio 2.1. Um divisor de zero nunca pode ser uma unidade. De
fato, seja @ um unidade em um anel R com identidade e suponha por ab-
surdo que exista b € R ndo nulo tal que ab = 0. Entdo existe « ! € R tal
que aa! = a"ta = 1. Segue que:

0=a'0=a"(ab) = (ata)b=1b=1b

Um absurdo, pois supomos b # 0. Analogamente, se ba = 0 para algum b
ndo nulo, entdo a ndo é unidade.

Defini¢ao 2.4. Um anel comutativo R com unidade 1z # 0y é chamado de
dominio de integridade se ndo possui divisores de zero.

Proposicdo 2.2. Sejam a,b,c € R com a nio divisor de zero e R um anel. Se
ab = ac, entdooua =0oub=c.

Demonstragio. Suponha que ab = ac com a ndo divisor de zero. Entdo
temos que ab — ac = a(b — ¢) = 0, logo devemos tera = 0oub—c =0
desde que a ndo é divisor de zero. Portanto, oua =0oub =c. O

Definic¢do 2.5. Seja R um anel. Um subconjunto ndo vazio S C R é cha-
mado de subanel de R quando S é fechado sobre as operagdes de R.

Proposicdo 2.3. Seja R um anel e seja S C R. Entdo, S é um subanel de R se, e
somente se, as seguintes condigdes sdo verificadas:

(i) Ogp € S.
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(ii)) x,ye S —= x—y€S.
(iii) v,y e S = xy € S.

Demonstragio. (=) Se S é um subanel de R os itens sdo verificados direta-
mente.

(<) Suponhamos que S C R e que os itens sdo verificados. Por (i) temos
que S # @. Tome z € S. Por (i) e (i7) temos que —z = 0 — x € S. Dado
quaisquer z,y € S, temos que x +y = x — (—y) € S, logo S é fechado pela
soma. Pelo item (iii) temos que S é fechado pelo produto. Portanto S é
um subanel de R. O
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Definic¢ao 2.6. Um corpo(field) F' é um anel comutativo com identidade
1 # 0 para o qual todo elemento ndo nulo possui inverso multiplicativo,
ouseja, [' = F* — {0}. Em outras palavras, [ satisfaz:

(Cl) Vae F—0,3a ' € F talque ac ' =alta=1
q

Observe que pelo Comentario 1.10. um corpo ndo possui divisores de
zero.

Exemplo 2.1. O conjunto dos ntimeros reais R é um corpo, assim como o
conjunto dos nimeros racionais Q e o conjunto dos complexos C.

Exemplo 2.2. Seja p um nuimero primo positivo. Defina o conjunto
Q[yp] = {a+byp|a,beQ}.com a operagio de soma e produto da-
das por:

(m + /D) + (a + by/B) i= (m +a) + (n+ b)y/p
(m + ny/p)(a + by/p) := (ma + nbp) + (mb + na)/p.

Vamos verificar que Q [/p| é um corpo, para isso precisamos mostrar que
Q [/p] é um anel comutativo com identidade e que todos seus elementos
sdo unidades. Note que Q C Q [\/p], de fato, dado qualquer a € Q, pode-
mos escrever a = a+0,/p € Q [,/p]. Com isso é facil ver que 0 ¢ o elemento
neutro da soma e 1 o elemento neutro da multiplicacdo. Agora vamos vei-
rificar que Q,/p é um anel. Tome m + n,/p,a + b/p € Q,/p arbitrarios,
temos:

(m+nyp) + (a+by/p) = (m+a)+ (n+b)y/p
=(a+m)+ (b+n)yp
= (a+ b\/p) + (m + ny/p)

Portanto, satisfaz a comutatividade da soma. Também temos que:

[(m +ny/p) + (a4 by/p)] + (r + sy/p) = [(m + a) + (n + b)\/p] + (r + s1/p)
=[(m+a)+7r]+[(n+b) + s]/p
=[m+(a+r)]+n+(b+s)vp

= (m +ny/p) +[(a+7) + (b+ 5)/p]
= (m +n+/p) + [(a + b\/p) + (1 + s/D)]
Logo, satisfaz a associatividade da soma. Agora tome a+b,/p € Q,/p qual-

quer, temos que —a — b\/p € Q,/p onde —a e —b sdo os inversos aditivos
de a e b respectivamente, dai segue que:

(a+byp)+(—a—byp)=(a—a)+ (b—0)y/p=0
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Entdo todo elemento de Q,/p possui inverso aditivo. Agora vamos verifi-
car as propriedades em relacdo a multiplicacdo. Temos que:

(m 4+ ny/p)(a + by/p) = (ma + nbp) + (mb + na)\/p
= (am + bnp) + (bm + an)/p

= (a -+ by/B)(m + ny/p)

entdo vale a comutatividade em relagdo a multiplicacdo. Também temos
que:

[(m 4 nv/P)(a + by/P)]|(r + sy/p) = [(ma + nbp) + (mb + na)\/p|(r + sv/p)
= (ma + nbp)r + (mb + na)sp + [(ma + nbp)s + (mb + na)r]\/p

= mar + nbpr + mbsp + nasp + (mas + nbps + mbr + nar)\/p

= mar + mbsp + nasp + nbpr + (mas + mbr + nar + nbps)~/p

= m(ar + bsp) + n(as + br)p + [m(as + br) + n(ar + bsp)]\/p

= (m + n+/p)[(ar + bsp) + (as + br)/p)

— (m+nyB)l(a+byB)r + syP)

Assim, vale a associatividade na multiplicagdo. Por final, sendo a + b,/p €
Q um elemnto qualquer, queremos identificar o elemento x tal que (a +

by/p)xr = 1, dai:
(a+bypla =1

1
B a+by/p
B 1 a—by/p
- (i) (53%)
a—0by/p
a — b2p
a b
B —2p —pr\/]—)

a? a?

Como a,b,p € Q e Q é um corpo, entdo:

b
a cQ — a

b
a? — 17210\/]3 €Qvp

a? —b%p’ a? — b%p a2z —b2p

Portanto, todo elemento de Q,/p € uma unidade.
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2.2 Homomorfismo de anéis, ideais e anel quoci-
ente

Definicdo 2.7. Sejam R e S anéis.

1. Um homomorfismo de anéis é uma fungdo ¢ : R — S que satisfaz:

i p(a+b)=p(a)+ ¢(b),Va,be R.
ii p(ab) = ¢(a)e(db),Ya,b € R

2. O kernel de um homomorfismo de aneis ¢ é o conjunto de todos ele-
mentos = € R tais que ¢(z) = 0. Denotamos esse conjunto por ker .

3. Chamamos de isomorfismo um homomorfismo de anel ¢ : R — S que
é bijetivo. Denotamos R = S quando tal bijecdo existir.

Proposic¢do 2.4. Sejam R e S anéise o : R — S um homomorfismo. Entdo:
(1) ¢(0g) = 0s.
(2) p(—a) = —p(a),Va € R.

Demonstragido. (i) Temos que ¢(Or) = ¢(0g +0r) = ¢(0r) + ¢(0g). Desde
que ¢(0g) € S e S é um anel, segue que p(Or) = ¢(0r) + ¢(0r) implica
em QO(OR) = 05.

(i1) Temos que ¢(0r) = ¢(a + (—a)) = ¢(a) + ¢(—a). Pelo item (i) temos
que 0g = ¢(a) + ¢(—a). Portanto p(—a) = —¢(a). O

Proposicdo 2.5. Sejam R e S anéis e seja p : R — S um homomorfismo.

1. Im(yp) é um subanel de S.

2. ker ¢ é um subanel de R. Além disso, se o € ker p, entdo ra. € ker ¢ para
todor € R.

Demonstragio. (1) Pela Proposicdo 2.4(1),0s € Im(p). Tome z,y € Im(yp).
Entdo existem r,s € R tais que p(r) = = e ¢(s) = y. Assim, pela Pro-
posicdo 2.4 (2),x —y = p(r) — p(s) = ¢(r) +¢(—s) = p(r+(—s)). Também
temos que zy = ¢(r)p(s) = ¢(rs). Dai temos que = — y,zy € Im(p). Por-
tanto, pela Proposi¢do 2.3 Im(y) é um subanel de S.

(2) Pela Proposicao 2.4(1) temos que Or € kerp. Sejam x,y € kero.
Entdo ¢(z) = ¢(y) = 0. Segue que ¢(z —y) = w(x) —¢(y) = O e
o(zy) = p(x)p(y) = 0,logo z — y € ker p e xy € ker ¢. Portanto, pela Pro-
posicdo 2.3 ker ¢ € um subanel de k. Analogamente, para qualquer r € R
temos ¢(rz) = ¢(r)e(z) = ¢(r)0 = 0 e p(zr) = @(x)p(r) = 0p(r) = 0.
Portanto rz, zr € ker ¢. [
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Definicdo 2.8. Seja R um anel, seja I C R.

1. Dizemos que I é um ideal a esquerda de R se rx € I para todor € R,
ouseja, R-1 C 1.

2. Dizemos que I é um ideal a direita de R se xr € I para todo r € R, ou
seja, [ - RC 1.

3. Se I é umideal simultaneamente a direita e a esquerda de R, dizemos
que [ é um ideal de R,istoé, R- I CIel-RC I.

Definigdo 2.9. Seja R um anel e seja x € R.
1. Oideal I = xR é dito ideal principal & esquerda gerado por z.
2. Oideal I = Rz é dito ideal principal a direita gerado por .

Definigao 2.10. Seja R um anel e M um ideal de R. Dizemos que M é um
ideal maximal de R se M # R e se os inicos ideiais que contém M sdo M e
R.

Definic¢ao 2.11. Um Dominio Ideal Princial é um dominio de integridade no
qual todo ideal é principal.

Proposicao 2.6. Seja I um ideal do anel com unidade R.
1. I = R se, e somente se, uw € I com u € R uma unidade qualquer.

2. Seja R um anel comutativo. Entdo R é um corpo se, e somente se, seus
tinicos ideais sio {Or} e R.

Proposicdo 2.7. (1)(=) Suponha I = R. Entdo 1p € R = 1.

(<) Suponha que v € I é uma unidade com iverso v e tome r € R. Assim,
r=r(vu) = (rv)u € I,logo R C I. E como I C R temos, portanto, que I = R.
(2)(=) Suponha que R é um corpo. Entdo todo elemento nio nulo de R é uma
unidade. Entdo qualquer ideal I de R contém unidades. Assim, por (1) temos que
I =R.

(<) Suponha que os tinicos ideais de R sio {Og} e R. Seja u € R ndo nulo
e considere Ru o ideal principal gerado por u. Entdo u ¢ {Ogr}. Assim, por
hipétese, temos que Ru = R. Dai 1 € Ru, logo, existe v € R tal que 1 = vu.
Portanto, R é um corpo.

Definig¢do 2.12. Seja R um anel e seja / um ideal de R. Definimos a relagéo,
ser,s € R

r=s modl < r—secl.
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Observacao 2.1. A relagdio = mod [ é de equivaléncia. De fato, dados
quaisquer 7, s,t € I, temos

l.r—r=0gr €l < r=r mod I. A relagao é reflexiva.

2. Ser—sel,entdo —(r —s) =s—r € l. Logor =s mod [, implica
em s =s mod /. E uma relacdo simétrica.

3.Ser=s mod Ies=t mod [,entdor —s,s —t € I. Assim,r —t =
(r—s)+(s—t)el,logor=r mod I. Euma relagdo transitiva.

Observacgdo 2.2. Sejam R um anel e / um ideal de R. De forma andloga
a Defini¢dao 1.11, o conjunto 7 := {z € R|z = r mod I} é classe de equi-
valéncia de r € R. Veja que, r = s mod [ se, e somentese, r —s € [ e,
por isso, também denotaremos 7 = r + I = {r + s| € I}. Assim como na
Definicdo 1.13, R/I := {T|r € R} é o conjunto quociente de R pelo ideal I.

Proposicdo 2.8. Sejam R um anel e I um ideal de R. Ser =1’ mod [ es = ¢
mod I, entdo,

(i) r+s=71"4+5s mod I.
(ii)) r-s=7r"-s mod I.

Demonstragido. Suponha vélida a hipétese.

(i) Desde que r = " mod [ e s = ¢ mod I, segue quer —1’,s — s’ € I.
Assim, (r +s) — (1" + ') = (r —1') + (s — s') € I. Portanto, r + s =1’ + &'
mod .

(i1) Sejam a,b € J,r =r'+aes=s +b. Assim,

rs—r's' = (' +a)(s +b) —1r's
=r's +r'b+as’ +ab—1's
=7'b+ as’ + ab.
Portanto, como a,b € I e I é um ideal, concluimos que s — r's’ € I. O
Corolario 2.8.1. Sejam R um anel e I um ideal de R. SeT = 1" e 5 = s/, entdo,
() r+s=1r+5.
(ii)) T-s=1r"-5.
Demonstragio. Segue direto da Proposic¢do 2.8. O

Proposicao 2.9. Seja R um anel e I um ideal de R. SeT =r+1e R/I = {T :
r € R}, entdo:
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() T RITXR/T = R/ - R/Ix R— R/I
e -
(T,5)—>r+s (@,b) —a-b
definem duas operagdes(soma e produto) em R/ 1.
(2) (R/1,+,-) é um anel.
(3) 1g éa unidade de R/I.

(4) Se R é comutativo, entido R/I também o é.

Demonstragio. (1) Pelo Corolario 2.8.1 asregras7+3s=r+ser-5s=7-5
definem operagoes em R/1.

(2) Sejam r,s,t € R. Vamos mostrar que (R//,+) é um grupo abeliano.
Temos,

Entdo, existe elemento neutro Or € R/I.. Segue,

\3
I
o
=
I
|
<
_l’_
=
I
|
I
3|

T+-—r=1r-—

Assim, existe elemento neutro para qualquer elemento em R/I. Por final,

F+S=r+s=s+r=5s-+r.

Portanto, vale a comutatividade. Agora vamos mostrar que vale as pro-
priedade de anel em relagdo a multiplicacdo. Temos que,

1

(T-5)-t=7T-5"

—~

=
VA

N~—

w| —~ *
. VA
~ *
|

==



Logo, vale a associtividade. Temos,

<

E.F 1g -

I
3|

1 =715

Il
<
=

Assim, 1 é o elemento neutro da multiplicacdo. Finalmente,

TE+1) =r(s+1t)
rs—+rt

=T5+rt="7"

+7-1.

w|

A demonstragdo da distributividade a direita é andloga, assim vale a dis-
tributividade em R/I. Portanto, R/I é um anel. (3)Temos que 1 -7 =
1R'T:7"1R':F.

(4) Considere R um anel comutativo. Assim7-s=7-s=5-7=5-7. 0
que finaliza a demonstragao. O

Teorema 2.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e I um ideal de R.
Entdo I é um ideal maximal de R se, e somente se, R/ é um corpo.

Demonstragio. (=) Suponha que I é um ideal maximal e seja 0 #7 € R/I.
Se J = Ra um ideal pricipal gerado por r. Comoa =1z-a€ J C I+ J :=
{r+s:rel,se J}, temosque/+Jéumidealtalque/ C I+Jel+J #1
e, além disso, a # 0 se, e somente se, a ¢ I. Como I é maximal, temos que
R =1+ Je, assim, 1 € I + J. Logo existem v € [ ev € J tais que
u + v = 1g. Contudo, temos J = Ra, assim v = ra para algum r € R. Dai
temos g =u+v=u+raesegueque lp =u+ra=u+7a=0+7a =ra.
Portanto, existe elemento inverso para qualquer @ € R/I em relagdo a
multiplicagéo.

(Leftarrow) Suponha que R/I é um corpo. Desde que 1z, 0 € R/I, temos
I #R.Se M # I éumidealde Rel C M C R,entdoexistem e M,m ¢ I,
isto é, m # 0,m € R/I. Como R/I é um corpo, entdo existe n € R/I tal
que mn = 1r. Assim segue, mn = 1 mod [ se, e somente se,ab — 1 € I,
entdo existe i € [ tal que o = mn — 1g, logo, 1z = mn — o. Desde que
mée Meoel C Mtemosmn,o <€ M. Entdo 1z = mn — o € M. Portanto,
pela Proposic¢do 2.6(1), temos que M = R. O

Teorema 2.2. Primeiro teorema de homomorfismo Sejam R e S anéis. Se ¢ :
R — S um homomorfismo de anéis. Entdo,

(1) Imy é um subanel de S.
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(2) ker o é um ideal de R.
(3) ¢ é injetiva se, e somente se, ker ¢ = {Og}.
(4) R/ ker o = Imep.

Demonstragdo. (1) Desde que ¢ é um homomorfismo, pela Proposi¢ao 2.4
temos que ¢(0z) = 0s. Também, dados quaisquer ¢(r), ¢(s) € Imp C S,
temos que ¢(r) — ¢(s) = ¢(r —s) € Imp e p(r)p(s) = p(rs) € Imep.
Portanto, pela Proposi¢do 2.3 concluimos que Imy é um subanel de R.

(2) Temos que ¢(0r) = 0s. Dados quaisquer a,b € kery, temos p(a) =
o(b) = 0g e segue que ¢(a — b) = ¢(a) — p(b) = 0g — 0 = 0Og, logo
a—b € kery. Agoratomer € Rea € kery, entdo g(ar) = p(a)p(r) =
0sp(r) = 0s. Analogamente temos ¢(ra) = ¢(r)¢(a) = ¢(r)0s = 0s. Ou
seja, ar, ra € ker . Portanto, ker ¢ é um ideal de R.

(3) (—) Suponha que ¢ € injetiva. Entdo, desde que ¢(0r) = 0Og, temos
Imy = 0g. (<) Suponha que Imy = 0x. Se p(r) = ¢(s) comr, s € R, segue
que (1) — ¢(s) = p(r —s) = 0s. Logor — s = 0p e, entdo, r = s.

(4) Seja I = ker . Defina uma funcédo f : R/ ker ¢ — Imyp dada por f(7) =
©(r). Vamos mostrar que a func¢do esta bem definida:

r=35 <= r=s mod kery
r—se€kery

S
<~
= ¢
o
<~

E também temos:
Imf={f(r+1):r+1e€R/I} ={p(r):re R} =Imep.

Portanto, R/ ker ¢ = Imf. O
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2.3 Dominios Euclidianos

As defini¢oes de 2.11 até 2.16 diz respeito a anéis, isto é, ndo possuem
restricdes para dominios euclidianos. Denotaremos o elemento neutro
multiplicativo de um anel R por 1 e o elemento neutro aditivo de R por 0.
Mas esses simbolos ndo se referem, necessariamente, aos numeros 1,0 € Z.

Defini¢do 2.13. Seja R um anel comutativo e sejam a,b € R ndo nulos.
Dizemos que a é multiplo de b e escrevemos b | a se existe + € R que
satisfaz a = bz. Nesse caso, também dizemos que b divide a.

Definigao 2.14. Seja R um anel comutativo. Um elemento p € R ndo nulo
e ndo unidade é dito primo se p = ab implicar em a ou b serem unidades
em I

Definigao 2.15. Seja R um anel comutativo. Se um elemento de R é ndo
nulo, ndo unidade e ndo primo, dizemos que esse elemento é um elemento
composto.

Definic¢do 2.16. Seja R um anel comutativo e sejam @, b € R ndo nulos. Di-
zemos que a e b sdo associados, e escrevemos a ~ b, se existe uma unidade
u € Rtal que a = ub.

Observacdo 2.3. A relacdo ~ definida acima é uma relagdo de equi-
valéncia. De fato, considere a,b,c,1 € R nado nulos e 1 o elemento neu-
tro multiplicativo de R. Temos que a = la e temos que 1 é uma unidade.
Entdo obtemos que a ~ q, logo a relagdo ~ é reflexiva. Agora considere
a ~ b, entdo existe uma unidade u € R tal que a = ub, logo u™'a = b.
Assim, temos que b ~ a, logo a relagdo ~ é simétrica. Por final, consi-
dere a ~ be b ~ ¢, entdo existem unidades u,v € R tais que a = bu e
b = cv. Dai segue a = bu = (cv)u = c¢(vu), onde vu é uma unidade pois
(vu)(vtu™) = (vo ') (uu"t) = 1-1 = 1. Portanto temos a ~ ¢, logo a
relagdo ~ é transitiva. Isso mostra que a relacdo é de equivaléncia.

Definigdo 2.17. Seja R um anel comutativo. Dizemos que R é um anel de
fatoragdo quando todo elemento ndo nulo e ndo unidade a € R pode ser
escrito como a = [[}_, p;, com p; € R primos para todo i € {1,...,n}.

Definic¢do 2.18. Seja R um anel comutativo. Entdo R é chamado de anel de
fatoragdo tinica se é um anel de fatoracao e a fatoragdo é tinica no seguinte
sentido: se a = [[_, p; = [[;~, ¢; com todos p; e ¢; primos, entdo m = n e
pi ~ q; podendo seri # joui = j.

Agora vamos definir dominio euclidiano e provar algumas proprieda-
des importantes sobre esse tipo de conjunto.
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Definic¢do 2.19. Seja £ um anel comutativo. Dizemos que E é um dominio
euclidiano se existe uma funcdo N : £ — N U {0} que chamamos de fungio
norma, de forma que:

1. Para quaisquer a,b € E ndo nulos N(a) < N(ab).

2. Para quaisquer a, b € E ndonulos, existem ¢, r € E tais que a = bg+r
com N(r) < N(b) our = 0.

Comentdrio 2.2. Se 0 € R é o elemento neutro da soma, temos que
N(0g) = 0 e essa é a menor norma possivel para os elementos de um
anel R.

Teorema 2.3. Seja £ um dominio euclidiano.
1. E é um dominio de integridade.
2. Para todo a € E ndo nulo, se ab = ac, entio b = c.

3. Para quaisquer elementos a,b € R ndo nulos, se N(a) = N(ab), entdo b é
uma unidade.

Demonstragio. 1. Precisamos mostrar que £ ndo possui divisores de zero.
Suponha por absurdo o contrdrio. Entdo existem a,b € E ndo nulos tais
que ab =0, entdo 0 < N(a),0 < N(b) e N(ab) = 0. Logo N(ab) < N(a) e
N(ab) < N(b), o que é um absurdo pois contradiz a Defini¢ao 2.19(2).

2. Suponha validas as hipdteses. Por 1. temos que £ é um dominio de
integridade e, como a # 0, pela Proposi¢ao 2.2 devemos ter b = c.

3. Suponha que N(a) = N(ab). Pela Defini¢ao 2.19(3) existem ¢, r € E tais
que a = (ab)qg+r com N(r) < N(ab), dai podemos escrever r = a — (ab)q =
a(l — bg). Por hipétese a # 0, se tivermos (1 — bg) # 0, pela Definicdao
2.19(2) obtemos N(a) < N(a(1 —bg)) = N(r), o que ndo pode ocorrer pois
N(r) < N(ab) = N(a). Entdo 1 — bg = 0, logo 1 = bg. Portanto, b é uma
unidade em E. ]

Teorema 2.4. Seja E' um dominio euclidiano, e sejam a,b € E ndo nulos e nio
unidades. Se a | beb | a, entdo a ~ b.

Demonstracdo. Suponha valida a hipétese. Desde que a | be b | a, existem
x1, Ty € F tais que a = bx; e b = axe. Assim, temos que a = al = bx; =
(axe)r1 = a(z122), pelo Teorema 2.3(2) obtemos 1 = z;2,. Portanto, z; e
x9 sdo unidades e temos que a ~ b. O

Definigao 2.20. Sejam £ um dominio euclidiano e a,b € E. Dizemos que
b é um divisor propio de a quando a = bc com b e ¢ ndo unidades.
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Teorema 2.5. Sejam E um dominio euclidiano e a,b € E ndo nulos. Se b é um
divisor préprio de a, entdo N (b) < N(a).

Demonstragio. Suponha que b é um divisor préprio de a. Entdo a = be
com b e ¢ ndo unidades, também, desde que a e b sdo ndo nulos e £ é um
dominio euclidiano, existem ¢, r € E tais que b = aq + r com N(r) < N(a)
our = 0. Ser = 0, temos que a | b, logo a ~ b, 0 que contradiz a hipétese.
Entdo devemosterr # 0e N(r) < N(a). Dessa forma, desde que b = aq+r,
obtemos r = b —aq = b — (bc)qg = b(1 — ¢q), logo N(a) > N(r) = N(b(1 —
cq)) > N(b). O

Defini¢ao 2.21. Sejam £ um dominio euclidiano e a,b € E ndo nulos.
Dizemos que d é um divisor comum de a e bquandod | aed | b.

Definigao 2.22. Sejam £ um dominio euclidiano e a,b € E' ndo nulos. Um
elemento d € E é chamado de maior divisor comum(m.d.c.) de a e b quando
satistaz:

e dlaed|b
* Sed |aed |bentidod |d.
Denotamos d = mdc(a,b) oud = (a,b).

Teorema 2.6. Sejam E um anel euclidiano, a,b € E ndo nulos e d = (a,b). Se
k = (a,b), entdo d ~ k, e todo elemento associado de d é maior divisor comum de
aeb.

Demonstragio. Desde que d e k sdao m.d.c. de a e b, entdo, por definicdo,
devemos ter d | k e k | d. Dai, pelo Teorema 2.4 temos que d ~ k. Agora
considere d = (a,b), e tome m € E tal que d ~ m. Entdo existe unidade
u € E tal que d = mu. Assim, desde que d | aed | b, temos que m | a e
m | b, logo m é divisor comum de a e b. Tomen € Etalquen |aen | b.
Entdo, por defini¢do, temos que n | d, logo existe w € E tal que d = nw.
Segue que d = mu = nw, logo m = (nw)u~t = n(wu™'), ou seja, n | m.
Portanto, m é m.d.c. de a e b. ]

Teorema 2.7. Sejam E um dominio euclidiano, a,b € E ndo nulos e H :=
{az + by|x,y € E}. Entdo um elemento d # 0 de H com menor norma é m.d.c.
deaeb.

Demonstracido. Como a e b sdo ndo nulos, entdo H é ndo vazio e, também,
contém um elemento d de menor norma. Além disso, como a,b € E sdo
ndo nulos e £ é um dominio euclidiano, existem ¢, r € E tais que a = gd+r
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e N(r) < N(d) our = 0. Desde que d € H, existem x;,y; € E tais que
d = axy + by, logor = a—qd = a — qlaxy + by1) = a(l — qz1) + b(qy1), e
temos que r € H. Como d € H é ndo nulo e é o elemento de menor norma,
devemos ter r = 0 pois N(r) < N(d), com isso vem que d | a. De forma
analoga, mostra-se que d | b e, entdo, d é divisor comum de a e b. Agora
tome ¢ € FE tal que c é divisor comun de a e b. Entdo existem &,k € E
tais que a = ck; e b = cky. Logo podemos escrever d = ax; + by, =
ckyx1 + ckays = (k121 + kays), entdo ¢ | d. Portanto, d é m.d.c. deaed. O

Teorema 2.8. Seja E um dominio euclidiano. O subconjunto de E dos elementos
que possuem a menor norma é o das unidades.

Demonstragido. Tome u € E uma unidade, tome também b € F ndo nulo.
Entdo temos que b = (bu ')u = b(u"'u), e N(u) < N(b). Portanto, as
unidades possuem a menor norma. Agora tome b € E ndo nulo de me-
nor norma. Desde que b e 1 sdo ndo nulos e £/ é um dominio euclidiano,
existem ¢, € F taisque 1 = bg+ 17 e N(r) < N(b) our = 0. Desde que
b tem menor norma, devemos ter » = 0, logo 1 = bg. Portanto b é uma
unidade. ]

Teorema 2.9. Seja E um dominio euclidiano e seja p € E um elemento ndo nulo
e ndo unidade de menor norma. Entdo p é primo.

Demonstragio. Suponha por absurdo que p é um elemento composto.
Entdo existem a,b € £ ambos ndo unidade tais que p = ab e a e b divisores
proprios de p. Pelo Teorema 2.5 temos que N(a) < N(p) e N(b) < N(p), o
que contradiz a hip6tese, absurdo. Portanto p é primo. O

Definigao 2.23. Seja I/ um dominio euclidiano e sejam a, b € E' ambos ndo
nulo. Dizemos que a e b sdo relativamente primos se o m.d.c. de a e b for
uma unidade.

Observacgdo 2.4. Note que, se © € £ é uma unidade tal que v ~ 1, temos
que: se (a,b) = u, entdo (a,b) = 1. Ou seja, podemos também dizer que a
e b sdo primos entre si quando (a,b) = 1.

Teorema 2.10 (Algoritmo de Euclides). Seja E um anel euclidiano. Sejam
a,b € E nido nulos, e sejam q,r € E tais que b = aq + r com N(r) < N(a) ou
r = 0. Entdo o m.d.c. de a e b é também m.d.c. de a e r e vice-versa.

Demonstragido. Tome d; € E tal que d; = (a,b) e tome dy € E tal que
dy = (a,r). Desde que b = aq + r, temos que r = b — aq e como d; = (a,b),
existem ki,ky € FE tais que a = diky e b = diky, assimr = b — aq =
diks + (dik1)q = di(ka + k1q). Entdo temos que d; | r e segue que d; é
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divisor comum de @ e r. Logo, d; | ds. Por outro lado, como d; | r e d; | a,
existem m,my € E tais que r = dym; e a = dymy. Com isso temos que
b= aq+r = (dema)q + damy = dao(mag + my), ou seja, ds | b e segue que
dy é divisor comum de a e b. Logo, dy | di. Assim, desde que d; | ds e
ds | dy, pelo Teorema 2.4 temos que d; ~ dy. Portanto, pelo Teorema 2.6,
concluimos que d; = (a,7) e dy = (a,b). O

Teorema 2.11 (Bézout). Seja E' um anel euclidiano e seja d = (a,b) onde a,b €
E. Entdo existem x,y € E tais que d = ax + by.

Demonstragio. Considere H = {ax+by|z,y € E} etomem = azx,+by; € H
com menor norma. Entdo pelo Teorema 2.7 temos que m é m.d.c. dea e
b, e pelo Teorema 2.6 temos que d ~ m. Assim, existe uma unidade v € F
tal que d = mu e segue que d = um = u(azry + by;) = a(ux) + b(uy; ), onde
uxry,uy; € E. Portanto, d € H. ]

Teorema 2.12. Sejam E um dominio euclidiano, a,b € E ndo nulos e u € E
uma unidade. Entdo, (a,b) = u se, e somente se, existem v,y € E tais que
ar + by = u.

Demonstragio. A ida segue direto do Teorema 2.11, vamos mostrar a volta.
Seja u € E uma unidade e suponha que ax + by = u. Entdo Op # v € H =
{ax+by;x,y € E'}. Assim, pelo Teorema 2.8, u possui menor norma, logo,
pelo Teorema 2.7, u é m.d.c. de a e b. [

Teorema 2.13. Sejam E um dominio euclidiano e a,b,c,u € E ndo nulos e u
uma unidade. Se a | bee (a,b) = u, entdo a | c.

Demonstragio. Considere vélida a hipétese. Desde que (a,b) = u, pelo
Teorema 2.12 existem z,y € F tais que u = ax + by, logo 1 = v (az +by) e
segue que ¢ = cu”(az + by) = acu'z + beu~1y. Como a | be, existe k € F
tal que bc = ak. Segue que ¢ = acu™ 'z + beu™ly = acu™'x + (ak)u~ly =
a(cu™'z + ku~'y). Portanto, a | c. O

Teorema 2.14. Seja E um dominio euclidiano, e sejam p,b € E ambos ndo nulos
e p primo. Entdo ou (b,p) = p ou (b,p) = 1 com d uma unidade.

Demonstragdo. Seja (b, p) = d. Entdo d | p, logo existe k € E tal que p = dk.
Como p é primo, entdo ou d ou k é unidade. Se d é uma unidade, entdo
temos d ~ 1 e vem que (b, p) = 1. Caso constrdrio temos que k é unidade,
logo d ~ p e, pelo Teorema 2.6, (b, p) = p. ]

Teorema 2.15. Sejam E um dominio euclidiano, e p,u € E com p primo e u
unidade. Entdo pu € E é um primo.
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Demonstragido. Suponha por absurdo que pu ndo é primo. Entdo existem
a,b € E ambos ndo unidades tais que pu = ab. Desde que u é unidade,
temos que p = p(uu~') = (pu)u~' = (ab)u~! = a(bu™'). Como a ndo é
um unidade, temos que bu~! é uma unidade, logo existe k € E tal que
k(bu™) =1, dai b(ku™') = 1 e temos que b é uma unidade. Absurdo, pois

a e bndo sdo unidades. O]

Teorema 2.16. Seja E um anel euclidiano e sejam p € E primo e ay, ...,a, € E
ndo nulos. Se p | [}, a;, entdo p | a; para algumi € {1, ...,n}.

Demonstragido. Vamos mostrar por indugdo em n. Para o caso da base con-
sidere n = 1, assim p | H;Zl a; = a;. Suponha indutivamente que a
implicacdo vale para algum n € N. Agora suponha que p | [[ a; =
(IT:-, ai)an+1. Pelo Teorema 2.14 temos que (a,+1,p) = p ou (an41,p) = 1.
Se (an41,p) = p, entdo p | [[5 a;. Se (an.1,p) = 1, entdo pelo Teorema
2.13 temos que p | []}, a;, logo, pela hipétese indutiva, p | a; para algum
i € {1,...,n}, entdo p | [[}7; a;. Em ambos os casos temos que p | [[/=] a;

e, assim, finalizamos a inducao. O]

Comentdrio 2.3. Fatorar um elemento é o mesmo que representa-lo como
produto de elementos primos.

Teorema 2.17 (Fatoragdo tnica). Seja E um dominio euclidiano. Todo elemento
ndo nulo e ndo unidade de E pode ser representado como produto de primos e essa
representagdo é tinica.

Demonstragido. Vamos usar indugdo na norma. Para o caso da base tome
a € E ndo nulo, ndo unidade e de menor norma. Entdo pelo Teorema
2.8 temos que a é um elemento primo, logo sua representagdo em primos
é trivial. Analogamente, se a = [[_,p; = [[L, ¢, temosn = m = 1e
p1 ~ q1, desde que a é primo. Entdo a fatoracdo de a é tinica.

Considere a € E ndo nulo e ndo unidade com N(a) = k para algum
k € N, e suponha indutivamente que todo elemento x € E ndo nulo e
ndo unidade com N(z) < k possui fatoragdo em primos tnica. Se tiver-
mos a um elemento primo, entdo voltamos para o caso da base e a possui
fatoracdo tinica. Se a é ndo primo, entdo é composto e existem b,c € E
ndo nulos e ndo unidades tais que a = bc. Dai temos que b e ¢ sdo diviso-
res proprios de a, logo, pelo Teorema 2.5 temos que N(b) < N(a) = ke
N(c) < N(a) = k. Assim, pela hipétese indutiva, temos que b e ¢ possuem
fatoragdo tnica em primos, isto é, b = [['_, p; e ¢ = [, ¢/. Com isso
temos que a = ([T, p))(IT", ).

Agora vamos mostrar que a fatoragdo é tinica. Assuma que a =
[I;_,pi = I[;_, ¢ sdo duas fatoragdes em primos. Desde que p, | [];_; ¢,
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pelo Teorema 2.16 temos que p, | g; para algum j € {1,...,s}, e como g; é
primo temos que p, ~ ¢;. Daf existe uma unidade u € E tal que p, = ug;,
entao temos que:

r—1 r—1 s r—1 7—1 s
<sz> Dr = (HI%) ug; = HQi - sz' = (H%) < H C.Zi)

=1 =1 =1 =1 =1 i=j+1
Mas temos que [[/_ p; é divisor préprio de a, entdo pelo Teorema 2.5
vem que N([['_] pi) < N(a) = k e pela hipétese indutiva temos que essa
fatoracdo é tinica. Desde que é tinica temos que r — 1 = s — 1, e devemos
ter p; ~ ¢; de forma que podemos ter : = j ou i # j para os associados.
Assim, temos que a fatoragdo é tinica e completamos a indugéo. O

Teorema 2.18. Todo ideal de um dominio euclidiano é um ideal principal. Mais
precisamente, se 0 # 1 é um ideal qualquer de um dominio euclidiano E, entdo 1
é gerado por d € I onde d é um elemento de menor norma.

Demonstragido. Suponha que I # 0 e tome um d € [ ndo nulo de norma
minima. De fato, d existe pois { N(a); a € I} possue elemento minimo pela
Boa Ordenacédo de Z. Desde que d € I, temos dE C I. Reciprocamente,
tome a € [ arbitrariamente. Pelo algoritmo da divisdo existem ¢, € [
com N(r) < N(d) tais que a = dg + r. Assim podemos escrever r = a — dq.
Desde que a,qd € I, entdo r € I. Como d possue menor norma, obtemos
r = 0. Logo, a = dq € dR e, entdo, I C dR. Portanto temos dR = I. O
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Capitulo 3

Inteiros modulo n

O Conjunto dos ntmeros inteiros Z pode ser definido de forma
axiomadtica tendo as propriedades da Defini¢do 2.1 e da Definicao 2.2
como seus axiomas. Assim, o conjunto Z é um anel comutativo com uni-
dade. Com isso, todas as proposi¢des para esse tipo de anel sdo consisten-
tes em Z.

3.1 Conjunto dos Inteiros

Definigao 3.1. O conjunto dos nimeros inteiros Z é um anel comutativos
com unidade.

Proposicao 3.1 (Pricipio da Boa Ordem). Todo conjunto ndo vazio de inteiros
ndo negativos contém um elemento minimo.

Proposicao 3.2. Sejaa € Z tal que 0 < a < 1. Entdo,oua=0o0ua =1

Demonstragio. Considere A := {a € Z;0 < a < 1}. Tome a € Z com
0 < a < 1esuponha por absurdo que a # 0 ou a # 1. Dessa maneira temos
que A # o, pelo Principio da Boa Ordem existe b € Z tal que b = min A.
Desde que b € A, temos 0 < b < 1, entdo 0 < b < b < 1. O que é um
absurdo, pois b é o elemento minimo de A. O

Proposicdo 3.3. Tdo conjunto nio vazio de inteiros limitado inferiormente possui
um elemento minimo.

Demonstragio. Seja A # @ um conjunto de inteiros e seja k£ um cota inferior
de A, ou seja, k < a para todo @ € A. Defina o conjunto A, = {a — k;a €
A}. Como A # @, entdo A, # @. Também, desde que k < a para todo
a € A, temos que 0 < a — k, isto é, os elementos de A, sdo ndo negativos.
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Pelo Principio de Boa Ordem existe m = min A, entdo podemos escrever
m = a,, — k para algum a,, € A.

Vamos mostrar que a,, é elemento minimo em A. Sabemos que a,, € A.
Suponha por absurdo que exista algum b € A tal que b < a,,. Dai segue
b—k < a,—k=meb—k € A;, 0 que éum absurdo desde que m = min A;.
Portanto, a,, = min A. O

Proposigao 3.4 (Principio da Indugao Finita 1). Seja a € Z. Se para cada
inteiro n > a tivermos uma proposicio P(n) de forma que:

(i) P(a) é verdadeira.
(ii) Se P(n) é verdadeira para cada n > a, entdo P(n + 1) é verdadeira.
Entdo P(n) vale para todo n € Z tal que a < n.
Demonstragio. Pode ser encontrada em [1, Cap.1, pg.21] O

Proposic¢ao 3.5 (Principio da Indugdo Finita 2). Seja a € Z. Se para cada
inteiro n > a tivermos uma proposicio P(n) de forma que:

(i) P(a) é verdadeira.

(ii) Se P(n) é verdadeira para cada k inteiro tal que a < k < n, entido P(k+ 1)
é verdadeira.

Entdo P(n) vale para todo n € 7Z tal que a < n.
Demonstragio. Pode ser encontrada em [1, Cap.1, pg.26] O
Proposicao 3.6. O conjunto Z é um dominio de integridade.

Demonstragido. Suponha por absurdo o contrario. Entdo existem a,b € Z
ndo nulos tais que ab = 0. Temos que ab € Z, entdo —(ab) € Z e temos
ab=0 = ab — (ab) = a(b — b) = a0, pela propriedade cancelativa vem que
b = 0 e, de forma andloga, obtemos a = 0, isso contradiz a hipdtese. ]

Proposic¢do 3.7. Sejam a, b, c € Z. A equagio ax+by = c adimite solugdo inteira
se, e somente se, (a,b) | c.

Demonstragio. (=)Suponha que a equagdo possua solugao inteira xg, yo €
Z.Seja (a,b) = d € Z. Temos que d | a e d | b, portanto d | azg + byy = c.

(<) Agora suponha que (a,b) = d | c¢. Assim temos que ¢ = dk para
algum k € Z. Pelo Teorema 2.11, existem x, yo € Z tais que ax, + byy = d.
Multiplicando a equagdo por k, obtemos a(kx() + b(kyo) = dk = c. Assim,
kxo, kyo € Z é solugdo da equagdo do enunciado. O
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Lema 3.1. Sejam a,b € Z tais que 0 < a e 0 < b. Entdo, existem q,r € 7Z tais
quea=>bg+re0 <r<b.

Demonstragio. Defina A = {a — bx € Z;x € Z,0 < a — bx}. Fazenso z = 0,
temos a —bx = a € S, assim A # @. Utilizando o Principio da Boa Ordem,
existe 7 = min A. Vamos mostrar que 0 < r < b. De fato, desde que r € A,
podemos escrever © = a — bqg > 0 para algum ¢ € Z . Agora, suponha por
absurdo que b < r, entdo 0 < r — b e segue que,

r>r—b=a—bg—b=a—-b(g+1)>0.

Dair —be€ Aer —b < minA = r, o que é uma contradi¢do. Portanto,
devemos ter r < b. l

Teorema 3.2. O conjutno dos inteiros Z é um dominio euclidiano.

Demonstragio. A fun¢do N : Z — N dada por N(a) = |a| =ase0 < ae
N(a) = |a| = —a se a < 0, é a fungdo norma em Z. E pelas propriedades
do valor absoluto, temos que N (ab) = N(a)N(b); N(a) = 0 se, e somente
se, a = 0; e também dados a,b € Z ndo nulos, temos N(ab) = N(a)N(b) >
N(a).

Vamos mostrar que existem ¢, r € Z satisfazendo as condi¢des do enun-
ciado quando 0 < b e a € Z. Pelo lema anterior, o caso para 0 < a esta
provado. Suponha que a < 0. Assim, 0 < |a|. Pelo lema anterior, exis-
tem ¢;,7 € Z tais que |a| = bgy + 11 €0 < 1 < b. Se r; = 0, temos
—la] = a = b(—q, — 1) + 0, dai basta tomar g = ¢;,7 = 0. Se 0 < ry, entdo,

a=—la|=b(—q) —r1=b(—q1) —b+b—1r1 =b(—q1 — 1) + b — 1.

Como 0 <7 < b, temos 0 < b—1r; < b, entdo basta tomar g = (—¢; — 1) e
r==5bt—r.

Agora mostraremos que exitem ¢,r € Z para 0 < b. Tome a € Z.
Pelo o que acabamos de mostrar, existem ¢;,7; € Z tais que a = |b|¢; + 71
e0 < r < |b. Para 0 < b, temos a = bg; + 71 e, para b < 0, temos
a=(=b)q1 +r1 = b(—q) + r1. De forma que, fazendo ¢ = —¢; e r =1, as
condicoes do teorema estdo satisfeitas.

Por final, vamos mostrar que ¢,r € Z satisfazendo as condi¢des do
enunciado sdo unicamente determinados. De fato, suponha que

a=qgb+r=qb+nr (3.1)

e suponha que r; < r. Assim, r; —r = ¢1b — ¢b = (¢ — ¢1)b. Desde que
ry —r < |b|, podemos escrever (¢ — ¢1)b < |b|. Pelas propriedades do valor
absoluto, vem que 0 < |¢ — ¢1/|b] < |b, logo 0 < |¢ — ¢1] < 1. Como que
\|¢ — ¢1| € Z, pela Proposi¢do 3.2 devemos ter |¢ — ¢;| = 0, portanto, ¢ = ¢;.
Com isso, usando a propriedade cancelativa em (3.1), obtemos r = ry. [
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Corolario 3.3. Todo ideal I de 7 é principal.

Demonstragido. Como Z é um dominio euclidiano, o resultado segue direto
do Teorema 2.18. O

Teorema 3.4. Seja p € Z. Entdo p é primo se, e somente se, o ideal pZ é maximal.

Demonstragio. (=) Sejap € Z um primo e considere I, = pZ o ideal gerado
por p. Vamos mostrar que /p satisfaz as condi¢des da Defini¢ao 2.11. Seja
I,, um ideal de Z tal que I, C I, C Z. Pela proposigdo acima, I,, é um
ideal principal, ou seja, I, = nZ para algum n € Z; também temos que
p € pZ,logo p € nZ. Dessa forma, existe m € nZ tal que p = nm. Ou
seja, n | p, entdo n = £1 oun = £p. Se tivermos n = *1, entdo I = Z; se
tivermos n = +p, entdo I,, = I,. Portanto, os tinicos ideais que contém I, é
ele mesmo e Z.

(«<) Seja I, = pZ um ideal maximal. Suponha que n | p com n € Z, ou
seja, existe k € Z tal que p = nk. Considere o ideial I,, = nZ. Desde que
n | p, temos p € I,. Dai, como I, é maximal, devemos ter I,, = I, ou
I, = Z.5e I, = I, entdo n = *p e pela propriedade cancelativa temos que
p = nk = *pk, resultada em k = £1; se I,, = Z, entdo n = £1 e vem que
p = nk = k. Portanto, temos que p é um inteiro primo. [

3.2 Anel dos inteiros médulo n

Sendo Z um dominio euclidiano, todas as proposi¢des, teoremas e
defini¢Ges da secg¢do 2.3 se aplicam no conjunto dos inteiros. Os elementos
irredutiveis em Z sdo chamados de ntimeros primos e, conforme a De-
finicdo 2.14 os nimeros primos p € Z sdo taisquep =p- 1 = (—p)(—1).

Vamos destacar que pelo Teorema 2.18, todo ideal de Z é principal,
assim, os ideais de Z sdo da forma nZ = {nd € Z;d € Z} paraumn € Z
fixo. Ou seja, nZ é o conjunto dos inteiros multiplos de n. Dessa forma,
seguindo a Defini¢ao 2.12 temos:

a=b modnZ <= a—benZ <= a—b=nk,k€Z < nla—>

escreveremos, simplesmente, ¢ = b mod n ao invés de a = b mod nZ.
A partir da Proposicdo 2.9, o conjunto Z/nZ é um anel comutativo com
unidade, as vezes denotado simplesmente por Z,,. Por exemplo Z/27Z é o
anel dos inteiros pares, isto é, dos inteiros multiplos de 2. Agora note que,
se a; = as, temos

ap =ay modn < n|a; — as.
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Pela divisdo euclidiana, desde que n > 0, temos que existem tnicos
q1,71,q2,72 € Zcom 0 < 1,7y < ntais que a1 = qin + 1y € ax = gan + 1y,
dai,

al—@:CI1n—QQn+T’1—T22”(611—Q2)+(7“1—7’2)~

Entédo, n | a; — a se, e somente se,r; — 1, = 0, ou seja, r = 5. Com isso,
podemos usar como representante das classes de equivaléncia os possiveis
restos r € Z na divisdo por n os quais satisfazem 0 < r < n. Dessa forma
temos que,

Z/nZ ={0,1,2,....n —2,n — 1}.
Vamos ver algumas propriedades sobre o anel Z,,.

Proposigao 3.8. Sejam a,n € Z com 0 < n. Entdo existe b € 7Z tal que ab = 1
mod n se, e somente se, (a,n) = 1.

Demonstragio. Note que ab = 1 mod n se e somente se ab — 1 = nk para
algum k € Z, que é equivalente a ab+ n(—k) = 1 de forma que n, —k € Z é
solugdo para equacgdo az + ny = 1. O que, pelo Teorema 2.12, acontece se,
e somente se, 1 = (a,n). O

Proposicdo 3.9. Sejan € Z com 0 < n. Entdo Z/nZ é um corpo se, e somente
se, n é primo.

Demonstragio. Segue direto da Teorema 3.4 e do Teorema 2.1. O

Lema 3.5. Se p € Z é um primo, entio as tinicas solugdes de 2> =1 mod p sdo
+1.

Demonstragio. Segue que,

?=1 modp <= p|a*—1=(x+1)(z—1)
< plx+1 ou plz—1
< =1 modp ou z=-1 modp

3.2.1 A funcdo ¢ de Euler e o Teorema de Euler-Fermat

Definic¢do 3.2. Sejam a,b € Z. Se a = b mod n, dizemos que b é um residuo
de a médulo n.
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Definicdo 3.3. Seja n € Z com 0 < n. Dizemos que um conjunto de n
inteiros as, ..., a, forma um sistema completo de residuos médulo n quando

(i) Z/nZ ={a,...,a,} ea; # a; paratodos i,j € {1,...,n} com i # j.
(ii) Para todo n € Z existe a; tal que 7 = @;.

Teorema 3.6. Se m inteiros ry, ...,y formam um sistema completo de residuos
modulo n, entdo k = n.

Demonstragio. Afirmamos que 0,2,...,n — 1 é um sistemas completo de
residuos médulo n. De fato, dado a € Z, pela divisdo euclidiana existe
unicos ¢,r € Ztaisquea = ng+rcom (0 < r < n. Entdoa = r mod n
e devemos ter r € {0,...,n — 1}. Agora tome ¢;,t; € {1,...,n — 1}. Desde
que 0 < t¢;,t; <n— 1, pela propriedade do valor absoluto temos |t; — t;| <
n—1 < n = |n|. Dai pela contrapositiva do Teorema 2.5, temos que n { t;,—t;
parai # j,ouseja, t; # t; mod n para i # j. Portanto {0,...,n — 1} é um
sistema completo de residuos. Assim cada r; € {r1,...,r;} é congruente a
exatamenteum b € {1,...,n—1},logo k < n. Como {ry, ..., 7} é um sistema
completo de residuos por hipétese, cada b € {0,...,n — 1} é congruente a
exatamente um r; € {ry,...,7:}, logo n < k. Portanto k = n. O

Teorema 3.7. Se {ry,...,,} é um sistema completo de residuos médulon e a,b €
Z com (a,n) = 1, entdo ary + b,ary + b, ..., ar, + b é um sistema completo de
residuos modulo n.

Demonstragio. Considerando o teorema acima, basta mostrar que os ar; +
b# ar;+b mod n parai # j. Suponha que ar; +b = ar; +b mod n. Disso
obtemos ar; = ar; mod n. Desde que (a,n) = 1, a partir da Proposicao
3.8 obtemos r; = r; mod n. Como {ry,...,r,} é um sistema completo de
residuos moédulo n, devemos ter i = j. [

Defini¢do 3.4. A fungdo ¢(n) := [{U(Z/nZ)}
Euler.

é chamada de funcdo phi de

Comentdrio 3.1. A fungdo ¢ recebe como argumento um inteiro positivo
n e retorna a quantidade de unidades no anel Z/nZ.
Proposicdo 3.10. Se p € Z é primo, entio p(p*) = p* — p~“.

Demonstragido. Desde que os divisiveis por p que sdo positivos e menores
que p® formam um conjunto de p®~! elementos e existem p® inteiros de 1
a p®, obtemos p* — p*~! inteiros relativamente primos com p®, o que por
definicdo é igual a ¢(p®). Dai podemos escrever

(07 (e} o— (04 1
e(p*) =p*—p* ' =p (1—1;>
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Teorema 3.8. Sejam m,n € Z com 0 < m,n. Se (m,n) = 1 entdo, p(mn) =
p(m)e(n).

Demonstragio. Seja (m,n) = 1. Queremos encontrar todos os elementos de
1 a mn que sdo primos com mn, e sabemos que existem ¢ (mn) elementos
primos com mn pela defini¢do da fungdo . Vamos escrever os nimeros
de 1 a mn na forma de uma matriz com m linhas e com a primeira coluna
m até a ultima coluna mn:

1 m+1 2m+1 3m+1 (n—2)m+1 (n—1)m+1

2 m+2 2m+2 3m+2 - (n—2)m+-2 (n—1)m+2

3 m+3 2m+-3 3m+3 (n—2)m+3 (n—1)m+3

4 m+4 2m+4 3m+4 - (n—2)m+4 (n—1)m+4
m—1 m+(m—1) 2m+(m—1) 3m+(m-1) - (n—=2)m+(m—1) (n—1)m+(m—1)

m 2m 3m 4m (n—1)m nm

Considere uma linha qualquer / onde 1 <[ < m. Se tivermos (I,m) = d #
1,entdod | km+I{ desde qued | [ e d | m. Assim, como os termos da linha /
sdo da forma km+1 com 0 < k < n, nenhum deles serd primo com mn pois
d | mn ja que d | m. Entdo, para encontrar os elementos primos com mn
que estdo na tabela, precisamos olhar para as linhas [ tais que (I,m) = 1.
Pela fun¢ado ¢ de Euler, existem exatamente ¢(m) linhas [ com (I, m) = 1.
Depois disso precisamos localizar os elementos dessas ¢(m) linhas {
que sdo primos com n. Como (m,!) = (m,n) = 1, entdo pelo Teorema 3.7,
Lm+10,2m+1,...,(n — 1)m + [ forma um sistema completo de residuos
moédulo n. Com isso, em cada linha [ temos exatamente ¢(n) elementos
que sdo primos com 7, 0s quais sdo também primos com m, o que implica
que esses elementos sdo primos com mn. Dessa maneira temos ¢ (m)p(n)
elementos primos com mn. Portanto p(mn) = ¢(m)p(n). O

Corolario 3.10.1. Se n = Hle pi com cada p; € Z primos distintos para todo
1 <3 <k, entdo,

i)

Demonstragio. Seja n = [[i_, pS". Pelo teorema e pela proposi¢do acima
temos,

=Tl =TT (1- 1) =TT (1- 1)
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Teorema 3.9. Euler-Fermat Sejam a,n € Z com 0 < ne (a,n) = 1. Entdo
a?™ =1 mod n.

Demonstragio. Sejam ry, ..., 7,(,) um sistema completo de residuos médulo
n. Desde que (a,n) = 1, fazendo b = 0, pelo Teorema 3.7, temos que
ary, ..., ary(m) € um sistema completo de residuos. Assim, cada ar; é con-
gruente a exatamente um r; e disso vem,

o(n)

p(n) w(n) (n)
H(am) = 11 r;, modn < a*™ 11 r; = 11 r; mod n. (3.2)

=1

Desque (r;,n) = 1 para cada i € {1,...,¢(n)}, entdo (H‘f:(’f) mn) = 1.
Portanto, pela Proposicdo 3.8, segue de (3.2) que a*™ =1 mod n. O

Teorema 3.10. Pequeno Teorema de Fermat Sejam a,p € Z com 0 < a e p primo.
Entdo a? = a mod p.

Demonstragido. Considere valida a hipétes. Se p | a, entdo o resultado é di-
reto. Suponha que (a,p) = 1. Assim pelo teorema acima e pela Proposicao
3.10 temos que a*®?) = aP~! = 1 mod p. Multiplicando por a obtemos
a? = a mod p. 0

3.2.2 Equacgdes lineares médulo n

Chamamos de congruéncia linear médulo m uma congruéncia da forma
ar =b mod m a qual pode ou néo ter solucao.

Proposicdo 3.11. A congruéncia ax = b mod m possui solugdo se, e somente
se, (a,m) | b. Nesse caso hd (a, m) solugdes distintas médulo m.

Demonstragdo. (=) Suponha que a congruéncia possua solugdo z, € Z e
seja (a,m) = d. Se d = 1, o resultado segue direto. Suponha 1 < d.
Desde que axzy = b mod m, entdo axy — b = mk para algum k € Z, logo
arg —mk =b. Comod |aed|m,entdod | axy — mk = b.
(<) Agora suponha que (a,m) = d | b, entdo b = dk para algum k € Z
também podemos escrever a = day e m = dmg com (ag,my) = 1. Pelo
Teorema 2.12 existem x,y € Z tais que ax + my = b. Multiplicando por
k € Z,vem que a(xk)+m(yk) = dk = b. Disso segue que, o = vk e yo = yk
sdo solugdes para ax — my = b. Por outro lado,

am

g k
:a<mk+%k> —m<yk+gk).

b= a(zk) — m(yk) = a(zk) + ?k — m(yk)
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Assim, existem infitas solu¢des na forma z’ = zy — k(m/d) com k € Z.

Agora sejam 1,z € Z duas solugdes. Assim podemos escrever z; =
zo — ki1(m/d) e xy = xo — ka(m/d). Se tivermos x; e xo congruentes entre si,
entao,

fo—kl%EIo—kQ% mod m — kl%zl@% mod m
m m m m

— k1 —ky=dk,, = ki =k modd.

Isso mostra que as solugdes incongruentes serdo obtidas se tomarmos =’ =
29— k1(m/d) com k percorrendo um sistema completo de residuos médulo
d. O

Teorema 3.11. Teorema Chinés do Resto Se (a;,m;) = (m;,m;) = L parai # j
ec; € Zparacadai € {1,...,k}, entdo:

axr =c¢; mod my
Aok = cg  mod my

asx = c3 mod ms

arx = ¢, mod my
possui tinica solugdgo m = [[._, m,.

Demonstragido. Como (a;,m;) = 1 para todo i, pela proposi¢ao acima, te-
mos que a;z = ¢; mod m,; possui uma tnica solu¢do b; médulo m;. Desde
que (m;,m;) = 1 para ¢ # j, entdo sendo n; = m/m,; temos (n;,m;) = 1.
Dai, mais uma vez pela proposicdo acima, temos que n;x = 1 mod m;
possui tinica solugdo d;. Seja ¢ = Zle bin;d;. Se i # j, entdo m; | n;, logo
n;jd; = 0 mod m;. Juntando esse tltimo resultado com o fato de n;d; = 1
mod m,; e a;b; = ¢; mod m,; obtemos,

k
a;To = Q; E b;n;d; = a;b;n;d; = ab; = ¢; mod m;.
i=1

ou seja, o é solucdo do sistema. Agora, se x; € outra solugdo, temos que
ro = x1 mod m, se, e somente se, m; | xo—x; para cada m;, mas (m;, m;) =
1 para i # j, daf o resultado anterior consiste se, e somente se, m | 2o — x,
que é equivalente a xy = ;1 mod m. O que mostra que a solugdo é tinica
modulo m. O
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3.2.3 Residuos Quadraticos e simbolo de Legendre

Sejap € Zum primo impar e sejam a, b, ¢ € Z com (a,p) = 1. Desejamos
resolver equagdes do tipo az? + bz + ¢ = 0 mod p. Desde que (a,p) =
(4,p) = 1, multiplicando a congruéncia por 4a e somando b* obtemos:

4a*r* + dabx + dac +b* =b* mod p = (2ax +b)* = b*> — 4ac mod p.

Tomando z/ = (2ax + b)? e d = b* — 4ac temos 2> = d mod p. Se essa
equagdo admite sélucdo, dizemos que d é um residuo quadritico. Vamos
ver alguns resutados envolvendo residuos quadraticos.

Teorema 3.12. Seja p € Z um primo impar e seja a € Z com (a,p) = 1. Entdo se
a equagio x* = a mod p tiver solugio, tem duas solugdes incongruentes moédulo

p.

Demonstragdo. Seja zy € Z uma solugdo da equagdo. Desde que (—zg)? =
r3,—1o também é solugdo da equacgdo. Note, desde que z3 = a mod p,
podemos escrever ? — pk = a para algum k € Z, entdo devemos ter p { xg
caso contrario ocorreira p | a, o que ndo pode acontecer. Agora suponha
por absurdo que o = —x; mod p. Entdo 2z; = 0 mod p, logo p | 2z, 0
que é um absurdo pois p {2 e p { xy. Portanto ¢y # —z¢ mod p.

Agora suponha que z; € Z é também uma solucdo da equagdo. Assim,
z2 = 27 mod p desde que 22 e 2% sdo congruntes a a médulo p. Dai segue
que,

z — 23 = (0 — 21)(2o + 1) =0 mod p

= p | (xo — x1)(x0 + 1)
— p| (xo—x1) ou p| (zro+x1)
= r9=x; modp ou zg=-—x; mod p.

Portanto qualquer outra solugdo é congruente a xy ou a —xy. [

Teorema 3.13. Sejap € Z um primo impar. Considere o conjunto P = {1, ..., p—
1}. Assim, exatamente (p — 1)/2 elementos de P sido residuos quadriticos e (p —
1)/2 ndo o sio.

Demonstragdo. Considere os quadrados 12,22, ..., (p — 1)?/2. Afirmamos
que esses quadrados sdo incongruentes médulo p. De fato, sejam x4, 25 €
Zcoml <z < (p—1)/2el < x5 < (p—1)/2 e suponha que
22 = z3 mod p. Dai vem que z +y < p — 1 < p, e também obtemos
que (z1 — z2)(21 +22) =0 mod p,logo p | (z1 — z2)(z1 + 22). Assim, desde

que z1 + x5 < p, devemos ter p | (x1 —x2). Mas como z; < pe zy < p, segue
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que z; = z,. Portanto, os quadrados sdo incongruentes médulo p. Agora
note que, se a € {1, ..., (p — 1)/2}, temos que

Dessa forma, desde que p*> —2pa+a* = (p—a)? = a®* mod p, temos que os
residuos quadréticos denotados por a pertencem ao conjunto {1, ..., (p —
1)/2}. Portanto, ha (p — 1)/2 residuos quadréticos em P de forma que os

outros (p — 1)/2 elementos desse conjunto ndo sdo residuos quadraticos.
O

Definig¢do 3.5. Sejam p, a € Z com p primo impar e (a, p) = 1. Definimos o
Simbolo de Legendre por,

p

a 1 seaéum residuo quadratico médulo p
—1 se ando é um residuo quadratico médulo p

Lema 3.14. Seja p € Z primo. A equagio x*~V/2 =1 mod p possuz 1o madximo
(p — 1)/2 raizes. Sendo essas os niimeros {1%,2% ... [(p — 1)/2]*}

Demonstragido. Como para todo = € {1,...,(p — 1)/2} temos = < p, entdo
(z,p) = 1. Assim, pelo teorema de Euler-Fermat, vem que z7~! = 1
mod p, logo (z2)®~1/2 = 1 mod p. Portanto, os ntimeros {12,22, ..., [(p —

1)/2]?} séo raizes da equagéo. Agora note que podemos escrever a equagao
na forma z?~1/2 =1 = 0, onde z»~Y/2 — T € F,[z]. Pela Proposigio 3.9
sabemos que F, é um corpo, entdo, pela Proposigao 4.2, 7P~1/2 — T possui
no maximo (p — 1)/2 raizes. O

Teorema 3.15. Critério de Euler Se p,a € 7Z com p primo impar e (a,p) = 1,
entdo,
a p—1

<Z> =a"7 mod p.

Demonstracio. Desde que (a,p) = 1, pelo teorema de Euler-Fermat temos
a?~! =1 mod p. Assim, obtemos,
a'=1 modyp
<= a"'—1=0 modp
= (a%1 - 1)(@1%1 +1)=0 mod p
7T =1 mod p ou 7 =1 mod p

p—1

Vamos mostrar que e’z =1 mod p se, e sO se, a é um residuo quadratico.
Seja a uma solugdo da equagdo #? = a mod p. Pelo lema acima, a é solugdo
da equagdo se, e somente se, a € {12,2%, ..., [(p — 1)/2]?}. O
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Proposicdo 3.12. Sejam p,a,b € Z com p primo impar e (a,p) = (b,p) = 1.

®-60)

Demonstragio. A partir do Critério de Euler,

(%) = (ab)% =55 = (%) (g) mod p. (3.3)

Como o Simbolo de Legendre assume os valores 1 e —1, os quais sdo in-
congruentes médulo p, segue de (3.3) que

)-G)6)
p p p
como queriamos. O

Teorema 3.16. Lei da Reciprocidade Quadritica Sejam p, q € 7 primos impares

distintos. Entdo,
P\ (4 p=lg-1
— — ) =(=1)2 2.
(2)(3) =0

Demonstragido. A demonstracdo dada por Eisenstein, a qual utiliza argu-
mentos geométricos, pode ser encontrada em [3, Cap. 5, pg. 107]. Uma
demonstragdo baseada nas fungdes seno e cosseno, a qual em seu argu-
mento utiliza relagdes entre nimeros complexos como a identidade de
Euler, pode ser encontrada em [9, Cap. 2, pg. 95]. O

3.24 Ordem e raizes primitivas

Defini¢do 3.6. Chamamos de ordem de a médulo m e denotamos por ord,,,a
0 menor inteiro positivo k para o qual a* =1 mod m com (a,m) = 1.

Proposigdo 3.13. Temos a' =1 mod m se, e somente se, ord,,a | t.

Demonstragio. (=) Seja ord,,a = k e sejat € Z tal que ' = 1 mod m.
Pelo algoritmo da divisdo, existem tnicos ¢, € Z tais que t = kq + r com
0 <r < k. Dai temos que,

a'=(a")%" =1 modm = a"=1 modr
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mas 0 < r < k = ord,,a, entdo devemos ter » = 0. Assim, ¢ = kg, ou seja
ord,,a =k | t.

(<) Agora seja k = ord,,a e suponha que k | t. Assim ¢t = km para algum
m € Z. Dessa maneira temos que

a*=1 modm = (d*)"=1 modm = a'=1 mod m.

Corolario 3.13.1. ord,,a | p(m).

Demonstragio. Temos que (a,m) = 1 para que a®4"® = 1 mod m. Assim,
a partir do teorema de Euler-Fermat temos que a?™ =1 mod m. Logo,
pelo teorema acima, devemos ter ord,,a | ¢(m). O

Proposi¢do 3.14. Seja k = ord,,a. Entdo, o' = a" mod m se, e somente se,

t=h mod k.

Demonstragio. (=)Suponha que a' = " mod m e suponha, sem perda

de generealidade, que h < t. Dai temos que a" = " = a"a’™" mod m.
Veja que (a",m) = 1 desde que (a,m) = 1. Assim, cancelando a” na con-
gruéncia, obtemos ¢'™" = 1 mod m. Com isso, a partir do Proposicio
3.13, temos que k | t — h, ousejat = h mod m.

(<)Suponha que t = h mod k onde k = ord,,a. Assim podemos escrever
t = h + km para algum m € Z. Note que pelo algoritmo da divisdo m é
unicamente determinado. Como £ = ord,,a, segue que:

a*=1 modm = (d*)"=1 modm = (a*)"a" =d' =d" mod m.

]

k

Corolério 3.14.1. Seja k = ord,,a. Entdo 1,a,d?, ...,a""! sdo incongruentes

maédulo m.

Demonstragio. Tome dois elementos em 1,a,d?, ...,a*"!, digamos a' e a”,

e suponha que a' = a" mod m. Assim, pela Proposi¢do 3.14 temos que
t =h modk,ousejak |t—h Mascomo0 <t < keO < h <k, entdo
t = h mod m ocorre quando ¢ = h. Portanto, os elementos 1, a,d?, ..., a* !

sdo incongruentes. O

Definigao 3.7. Dizemos que a é uma raiz primitiva médulo m se ord,,a =
p(m).

Teorema 3.17. Se a é uma raiz primitiva médulo m, entdo a,a?, a, ..., a?™

forma um sistema reduzido de residuos moédulo m.
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Demonstragio. Temos que ord,,a = ¢(m) desde que a é uma raiz primitiva
moédulo m. Assim, pelo Corolario 3.14.1, 1,a,a?, ..., a?™~! sdo incongru-
entes entre si. Entdo, pelo Teorema, {a, a?, ..., a®™} é um sistema reduzido
de reziduos médulo m. O

Proposicdo 3.15. Se a é uma raiz primitiva médulo p, entdo a + p também é.

Demonstragido. Desde que a é raiz primitiva médulo p temos (a,p) = 1,
logo (a + p,p) = 1. Do teorema de Euler-Fermat, temos (a + p)*®) = 1
mod p. Vamos mostrar que ndo ha expoente n menor que p(p) com a™ = 1
mod p. Suponha que (a+p)" =1 mod pcomn < ¢(p). Note que (a+p)" =
>y (Mamp', assim (a 4+ p)" = a™ mod p. Dai vem que a” =1 mod p, 0
que ndo pode ocorrer, pois a é raiz primitiva médulo p. O
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Capitulo 4

Polindmios e Inteiros Algébricos

Neste capitulo vamos mostrar que alguns anéis sdo bastante tteis para
a resolver equagdes diofantinas. Em particular esses anéis sdo dominios
euclidianos, assim, todos os resultados do capitulo 2.3 sdo aplicados para
esses anéis. Por esse motivo, a estrutura algébrica desses conjuntos sdo
semelhantes a estrutura algébrica do conjunto dos niimeros inteiros.

41 PolindOmios

Definigao 4.1. Seja R um anel comutativo com unidade.

1. Definimos o anel dos polindmios sobre R como o conjuto R[z| dos
elementos da forma p(z) = Y. ,a;z' onde a; € R para todo i €
{0, ...,n}. Dizemos que p(z) é um polindémio sobre R em uma inde-
terminada x e chamamos cada a; € R de coeficientes.

2. Chamamos de termo lider de p(x) = >, a;2" a parcela a;z* de maior
i com a; # 0 p(x). Nesse caso, dizemos que a; é o coeficiente lider.

3. Um polindmio p(z) = >, a;a" é dito monico quando seu coeficiente
lider é igual a 1.

4. Definimos o grau de p(z) = Y a;z' como sendo i maior ¢ tal que
a; # 0 e denotamos por deg p(z) = 1.

Definicdo 4.2. Seja R um anel comutativo e sejam p(z) = >\, a;z", q(z) =
Yo bzt € Rlx).

1. Temos que p(z) = ¢(z) quando m = n e a; = b; para todo i €

{1,...,n}.

44



2. Chamaremos de polinémio identicamente nulo o polindmio p(x) =
Yooz’ que possue a; = 0 para todo ¢ € {0,...,n}. Denotaremos
simplesmente por p(z) = 0.

3. Seja a € R ndo nulo. Indicaremos por p(z) = a o polindimo p(z) =
Yo gaxt tal que apa’ = ap=a € Rea; =0paratodoi € {1,...,n}.

Observacdo 4.1. A partir da defini¢do acima, é facil ver que R C R|[z].

Comentdrio 4.1. Note que = é chamado de indeterminada e ndo de
varidvel, pois ndo abordamos, exatamente, um polindmio como uma
fungéo, ou seja, nao estamos necessariamente interessados em estudar o
comportamento de p(z) para certos valores da indeterminada x. Porém,
desejamos evidenciar os valores de = para os quais p(z) = 0, 0 que vem na
seguinte definic¢do.

Definicdo 4.3. Seja R um anel comutativo. Considere p(z) € R[z]. Dize-
mos que « € R é raiz do polinémio p(z) quando p(«) = 0.

Defini¢do 4.4. Definimos indutivamente a soma e a multiplica¢do de dois
polinémios p(x), ¢(x) € R[z] com deg p(x) = n e degq(x) = m por:

n+m
p(x) + q(x) =Y (a; + b))z’
i=0
E também:
n+m n+m
p(z)g(x) == Z cez®  com ¢ = Z a;b;
k i+j=k

Observacdo 4.2. Note que deg(p(z) + ¢(z)) < max{degp(z),degq(z)}.
Também, temos que as opera¢des acima fazem de R[zr] um anel comu-
tativo.

Proposicao 4.1. Seja R um dominio de integridade. Entdo,
L. deg(p(x)gq(x)) = degp(x) + deg g(z).
2. As unidade de R|x] sdo as mesma de R.

3. R[z| é um dominio de integridade.
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Demonstragio. Sejam p(x),q(z) € R[z] polindbmios ndo identicamente
nulos com os mondémios lideres a,z" e b,,z™, respectivamente. As-
sim, o monoémio lider de p(z)q(z) é apb,z"™™ com a,b,, # 0. Entdo
deg(p(z)q(z)) = n+ m e p(x)q(z) # 0. Isso prova (1) e (3). Agora su-
ponha que p(x) é uma unidade de forma que p(z)q(x) = 1. Dai, deg p(z) +
degq(z) = deg(p(x)q(z)) = deg(l) = 0. Entdo degp(x) = deggq(x) = 0.
Portanto, temos que p(z) € R. Isso prova (2). O

Teorema 4.1 (Algoritmo da divisdo). Seja K um corpo. Se a(x),b(z) € K|z]
com b(x) # 0, entdo existem q(x),r(x) € K|z|, unicamente determinados, tais
que

a(z) = q(x)b(z) +r(x) com degr(x) < degb(x)

Demonstragdo. Sejam dega(z) = n e degb(xz) = m. Usaremos indugdo em
n para mostrar a existéncia de ¢(z),r(x). Se tivermos n < m, basta fazer
q(x) = 0 ea(x) = r(zr). Assim, suponha que m < n. Para o caso da
base considere n = 0, entdio m = 0 e a(z) = a e b(x) = b para algum
a,b € K. Dai fazemos ¢(z) = a/be r(x) = 0. Suponha indutivamente que
para todo p(z) € R[z] com degp(z) < n € N existem ¢(z),r(z) € K[z]
satisfazendo o teorema. Seja a(z) = a,z" + a1(z) e b(z) = byz™ + by (2)
com a, # 0,b, # 0e degai(zr) < n,degbi(z) < m. Assim, temos que
a(z) — 22" "b(z) = ai(x) — §=2"""bi (v) possui grau menor que n. Entdo,
pela hip6tese indutiva, existem ¢ (z) e r(x) tais que,

a(x) — Z—nb(x) = q(x)b(x) +r(r) com degr(x) < degb(x).
Assim, segue que,

a(z) = (Z—;xn—m +aq (a:)) b(z) + r(z).

Agora basta tomar ¢(z) = (%x”*m +q ($)> e concluimos que a(zr) =
q(x)b(z) + r(x), como querfamos.

Agora vamos provar que ¢(x) e r(z) sdo unicamente determinados. Supo-
nha por absurdo que,

a(z) = q(x)b(x) + r(z) = q()b(z) + ()

com q(x) # qi(x) e degr(z),degri(z) < degg(x). Entdo, r(x) — r(x)
(q(z) — ¢1(x))b(z) # 0 é maltiplo de g(z) com grau menor do que g(z),
que é um absurdo.

o |
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Corolario 4.2. Seja K um corpo e sejam p(x) € K|x],a € K. Entdo, x—a | p(x)
se, e somente se, p(a) = 0.

Demonstragio. Se p(x) é identicamente nulo, o resultado é direto. Seja
p(z) # 0.

(=) Suponha que z—a | p(x). Assim, existe g(z) tal que p(z) = (z—a)g(x).
Entdo, p(a) = (o — a)g(a) = 0g(a) = 0.

(<) Suponha que p(a) = 0. Pelo Teorema 4.1, existem ¢(x),r(z) € K|x]
tais que p(z) = ¢(z)(x — a) + r(x) com degr(z) < deg(x — ) = 1. Assim,
degr(z) = 0 etemos que r(z) = r € K. Daip(z) = q(z)(z — a) +r, implica,

pla) =qla)(a—a)+r=qla)0+r=r = 0=r.

Com isso vem que p(z) = ¢(z)(x — a) +r = ¢(z)(z — «). Portanto, z — « |
p(x). B

Teorema 4.3. Seja K um corpo. Entdo R[z| é um dominio euclideano sob a
norma N(p(x)) = deg p(z), p(z) # 0.

Demonstragio. Precisamos mostrar que K [z] satisfaz as condigdes (1) e (2)
da Proposicdo 2.19. De fato, dados p(z), ¢(z) € K[z] ndo nulos, pela De-
finicdo 4.1 e pela Proposicao 4.1, temos que deg(p(z)q(x)) = degp(z) +
degq(x) > degp(z). O que prova (1). E a parte (2) segue direto do Teo-
rema 4.1. ]

Comentdrio 4.2. Desde que K{z], para K um corpo, forma um dominio
euclidiano, todos os teoremas e defini¢des para dominios euclidianos sdo
aplicaveis em K [z]. Inclusive, a defini¢cdo de divisor, a existéncia de m.d.c.
e a existéncia de elementos irredutiveis em K|[x] os quais chamamos de
polinémios irredutiveis, também a fatoragdo tinica ocorre em K[z].

Defini¢do 4.5. Seja K um corpo. Um polinémio p(z) em K[z] é dito irre-
dutivel se p(x) ndo é produto de polindmios em K [z] de graus estritamente
menores que deg p(z).

Teorema 4.4. Fatoragdo tinica Seja K um corpo. Todo polindmio nio nulo em
K{z] pode ser fatorado de modo tinico como produto de polindmios irredutiveis
em K[z| a menos da ordem dos fatores.

Demonstragio. Segue direto do Teorema 4.3 e do Teorema 2.17. O

Proposicdo 4.2. Seja K um corpo. Um polindémio p(x) € K[x] ndo nulo de grau
n possui no maximo n raizes em K.
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Demonstragido. Vamos provar por indugdo em degp(z) = n. Para o caso
da base considere n = 0 e n = 1, e o resultado é direto. Suponha in-
dutivamente que p(z) com deg p(xr) = n possui nomaximo n raizes para
algum n € N. Se p(x) tivesse n + 1 raizes distintas o, ..., «,, entdo
p(x) = (x — any1)g(x) pelo corolario anterior, onde deg g(z) = n — 1 desde
que deg p(z) = n e deg(x — ay,+1) = 1. Com isso, para i # n + 1 segue,

plag) = (@ — apy1)g(e) =0 = g(ay) =0

pois a; — a1 # 0. Entdo g(x) teria n raizes distintas «y, ..., a,,. Absurdo,
pois contradiz a hipétese indutiva desde que deg g(z) =n — 1. O

Defini¢do 4.6. Um polindmio ndo nulo f(z) € Z[z| é dito primitivo se o
m.d.c. de seus coeficientes é igual a 1.

Teorema 4.5. Critério de Eisenstein Seja p(x) = Y., a; € Z[z] um polinémio
primitivo ndo constante. Se existir um primo p € 7Z tal que p { a,, e p | a; para
todo 0 < i < n, entdo p(x) é irredutivel em Z|x].

Demonstragdo. Suponha por absurdo que p(z) = > ja; € Z[z] é irre-
dutivel. Assim, existem m(z),n(x) € Z[z] tais que p(z) = m(z)n(z) com
0 < degm(x),degn(x) < n. Fazendo p(z) = m(z)n(x) € Z/pZ, isto é, re-
duzindo os coeficientes médulo p. Como, por hipétese, p | a; para todo
0 <1 < n, temos m = a,z" e, assim, pelo Teorema 4.5 temos m(z) = b
en(z) = e/ com0 < i,j < ni+j=nebe=a, O queimplica
que que os coeficientes de 2 em m(z) e n(x) sdo multiplos de p. Como
p(z) = m(z)n(zx), obtemos que ay é multiplo de p?, 0 que é um absurdo. [

Proposigao 4.3. O produto de dois polindmios primitivos é um polindmio primi-
tivo.

Demonstragio. Sejam g(x) e h(x) dois polindmios primitivos. Seja p
um primo e suponha por absurdo que p divida todos coeficientes de
g(x)h(z) =3 1, a;. Dessa forma temos que temos que a; = 0 mod p para
todoi = {1,...,n}. Portanto, em Z/pZ|zx|, temos que g(x)h(x) = g(x)h(x) =
0, onde a a barra denota o polindmio obtido reduzindo seus coeficientes a
moédulo p. Desde que g(x) e h(z) sdo primitivos, temos que p ndo divide

todos os coeficientes g(z) e h(z). Entdo g(x) # 0 e p(z) # 0. Absurdo, pois
Z/pZ|x] € um dominio de integridade pelo Teorema e Proposicio 4.1. [

Teorema 4.6. Lema de Gauss Seja p(x) € Z|x]/Z um polindmio primitivo. Entdo
p(z) é irredutivel em Q|x] se, e somente se, p(x) é irredutivel em Z|x].
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Demonstragio. (=) Basta observar que qualquer p(z) € Q[x] pode ser es-
crito como mp(z) € Z onde m =m.m.c. dos denominadores dos coeficien-
tes de p(x).

(<) Suponha por absurdo que p(z) seja irredutivel em Z[z] onde p(x) =
q(x)r(z) com g(z),r(x) € Q[z]/Q. Podemos multiplicar tltima igualdade
por algum k € Z* de forma que,

kp(x) = ngo(z)ro(x)

onden € Z* e qy(z),ro(z) € Z[x] sdo primitivos. Pela proposi¢do anterior
temos que qo(z)ro(x) € primitivo e, por hipotese, p(x) é primitivo. Assim,
k é o m.d.c. dos coeficientes de kp(z) e n é o m.d.c. dos coeficientes de
ngo(z)ro(x). Entdo temos que k = n e, assim, p(z) = go(x)ro(z) é irredutivel
em Z[z], o que é um absurdo. O

Defini¢do 4.7. Seja L/ K uma extensdo de corpos.

1. Um elemento o € L é chamdo de algébrico sobre K se existe um po-
lindmio p(x) € K|z] tal que p(a) = 0. Um ntimero a € Q é algébrico
se ele é algébrico sobre Q.

2. Se o € L é algébrico, entdo um polindmio moénico p(z) € K|z] de
grau minimo tal que p(«) = 0 é chamado de polinémio minimal de «
sobre K.

Teorema 4.7. Seja L/ K uma extensdo de corpos e o € L algébrico sobre K com
polindémio minimal p(x) € K[x]. Entdo se g(x) € K|[x],

gla) =0 < p(z) | g(x).
Isso mostra que o possui um tinico polindmio minimal.

Demonstragio. (<) Se p(x) | g(x), entdo podemos escrever g(z) = p(z)q(z)
para algum ¢(z) € K[z]. Como «a é raiz de p(x), segue que g(a) =
pla)gla) =0,

(=) Suponha que g(ar) = 0. Pelo algoritmo da divisdo existem tnicos
q(x),r(x) € Klx] tais que g(x) = p(x)q(z) + r(xz) com 0 < degr(z) <
deg p(x). Dai, desde que g(a) = p(a) = 0, segue que,

g(a) = p(a)g(a) + r(a) = r(a)=0.

Como p(z) é polindmio minimal de «, entdo r(z) é o polindmio nulo. As-
sim, g(x) = p(z)q(x), ou seja, p(x) | g(x).

Agora suponha que houvesse p;(z),p:(z) € K[z] ambos polindmios
minimais de a. A partir do que provamos acima, vem que p;(z) | p2(z) e
p2(x) | pi(x). Porém, ambos sdo moOnicos, com isso devemos ter p;(x) =

p2(z). ]
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Definicdo 4.8. Sejam L/K uma extensdo de corpos e a € L algébrico so-
bre K com polindmio minimal p(z) € K[z]. As raizes de p(z) em L sdo
chamadas de conjugados de a.

Corolario 4.8. Sejam L/K uma extensdo de corpos, o € L algébrico sobre é K e
«; 0s conjugados de a.. Se g(x) € K|z| é tal que g(a) = 0, entdo g(c;) = 0 para
todo i

Demonstragio. O resultado segue direto do teorema acima. O

Definigao 4.9. Seja R um anel comutativo. O anel de polindmios em n
variaveis denotado por R[zy,...,z,] = R[z — 1,...,z,-1][z,] é 0 conjunto
dos polindmios com n variaveis p(z1, ..., z,,) com coeficientes em R.

Comentdrio 4.3. Essa defini¢do nos diz que podemos considerar um po-
linémio p(z1, ..., x,) € R[z1,...,2,] como um polindmio em uma varidvel
cujo os coeficientes sdo polindmios em n — 1 varidveis. Temos assim que
um polindmio p € R[zy, ..., x,] € uma soma finita de monémios da forma
az$'---ztr, onde e; € Z* é chamado de grau de z;. E temos que o grau do
mondmio ée =Y " e,

Definic¢do 4.10. Seja R um anel comutativo com unidade. O grau de um
polinémio ndo nulo p(zy,...,z,) € R[z1,...,x,] é 0 grau do mondmio de
maior grau.

Definigao 4.11. Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos que um
polindémio p(z1, ..., x,) € R[z1, ..., x,] € homogéneo quando todos mondémios
possuem o mesmo grau.

Defini¢dao 4.12. Um polindmio p(z, ..., z,) é dito polindmio simétrico se é
invariante por qualquer permutacdo das varidveis 1, ..., T,.

Definicao 4.13. Chamamos de polindmios simétricos elementares os po-
linbmios p; da forma:

P11,y ) = X1 + T2+ oo+ Ty
po(x1, .o, Tp) = 1T + T1T3 + ... + BTy + ToT3 + oo+ ToTy + oo+ Tpo1T,

P3(T1, .. Ty) = T122%3 + ..+ Ty 2Tp_1Tp

pn(xla '-'7xn> =T1* " Tp

Teorema 4.9. Todo polindmio simétrico p(x1, ..., x,) pode ser escrito como uma
combinagio de polindmios simétricos elementares.
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Demonstragido. Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada
em [9, Cap. 6; pg. 268]. O

Definic¢ao 4.14. Dizemos que o € C é algébrico quando para algum p(x) €
Z[z] tivermos p(a) = 0.

4,2 Inteiros de Gauss

Definic¢ao 4.15. Os inteiros de de Gauss é o conjunto:
Z[i] = {m+ni € Clm,n € Zei*=—1},
que é um subanel de C.

Definic¢do 4.16. A norma de um elemento C' é uma funcao N : C — NU{0}
dada por z = a + bi — N(z) = |z|> = |2]|z| = a®* + b* > 0.

Observacdo 4.3. Desde que |z||y| = |zy|, temos que a fun¢do N é multipli-
cativa, ou seja N(z)N(y) = N(zy).

Comentdrio 4.4. Para a préxima demonstragdo, usaremos o fato de que
dado qualquer racional p/q, o inteiro mais préximo de p/q é n tal que |n —
p/q| < 1/2. E temos que n é unicamente determinado.

Teorema 4.10. Os inteiros de Gauss 7Z[i| é um dominio euclidiano.

Demonstragio. Temos Z[i] C C. Entdo a fun¢do norma N : Z[i] — N U {0}
estd bem definida. Dados a = a1 + asi, f = by + bei € Z[i] ndo nulos, temos
0 < N(a), N(8) N(aB) = N(@)N(8) = N(a).

Agora tome «, 5 € Z[i] com [ # 0. Assim podemos escrever o/ = = + yi
com z,y € Q. Sejam, m e n os inteiros mais préximos de z e y, respectiva-
mente, ou seja, |[r —m| < 1/2e |y —n| < 1/2. Agora considere v = m + ni
e A = o — (. Entao temos que v, A € Z[i| e « = 73 + A. E segue que,

%—vﬁzm+m—mwmm
— |(x —m) + (y — n)if?

+-<1

1
4

o

=(@-m)’+(y—n)* <

2
8" < 1]8J?

= la -8 <18
— N(\) < N(p).

e ’OZ
77
p

Portanto, a Defini¢do 2.19 é satisfeita. O
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Comentdrio 4.5. O teorema acima nos permite utilizar todas as defini¢des
e propriedades para dominios euclidianos. Assim, existem elementos ir-
redutiveis em Z[i| e, também, m.d.c. entre dois elementos. Também, todo
elemento em Z[i] pode ser fatorado de maneira tinica a menos de uma
unidade e da ordem.

Proposicdo 4.4. As unidades em Z[i| sdo +1 e +i.

Demonstragido. Vamos verificar que 1 e +i sdo unidades em Z[i|. O caso
para +1 é direto. Para +i basta ver que icot(—i) = —i* = —(—1) = 1.
Agora vamos mostrar que ndo existe nenhum unidade além dessas. Seja
u = m+ni € Z[i] um unidade, de forma que uv = 1. Assim, temos que
N(uv) = N(u)N(v) = 1. Desde que 0 < N(u),N(v) € Z, devemos ter
N(u) = N(v) =1, entdo N(u) = m?+n? = 1. Como m,n € Z, devemos ter
(m?,n?) = (1,0) ou (m? n?) = (0,1). Portanto u € {£1, +i}. O

Observacao 4.4. Pelo Teorema 2.8 temos que N(+1) = N(+i) = 1.

Proposicdo 4.5. Se m € Z[i| é tal que N(m) é um inteiro primo, entdo m é irre-
dutivel.

Demonstragido. Suponha que a hipodtese é satisfeita. Se tivermos 7 = af3,
entdo N(m) = N(af) = N(a)N(f). Desde que N(7) é um inteiro primo,
por definicdo vem que ou N(«) = 1 ou N(f) = 1. Entdo ou « é unidade
ou 3 o é. Portanto, temos que 7 é um irredutivel. O

Proposicdo 4.6. Se p € Z é um primo tal que p = 3 mod 4, entdo p é irredutivel
em Z|i].

Demonstragio. Seja p = 3 mod 4 e suponha que p = af € Z[i] tal que
@, 3 ndo sdo unidades. Entdo N(aB) = N(a)N(8) = N(B) = p*el #
N(a), N(B). Assim, devemos ter N () = N(f) = p. Seja @ = m + ni, segue
que N(a) = m? +n? = p. Dai vem m? + n? = 3 mod 4, o que contradiz o
Teorema. [

Teorema 4.11. Seja p € Z um primo tal que p = 1 mod 4. Entdo p = (m +
ni)(m — ni) = m? + n* comm,n € Z.

Demonstragio. Seja p € Z satisfazendo a hipotese. Assim, pelo Teorema
temos que 2> = —1 mod p possui solugdo. Seja p é irredutivel em Z[i].
Entdop | 22+ 1= (z +i)(z — i) o que implicaemp | x +ioup |z —i. O
que ndo pode ocorrer, porque p(a + bi) = pa + pbi com a,b € Z. Logo, p é
redutivel.

Dessa maneira, existem «, f € Z[i] ndo unidades tais que p = . Entdo
N(p) = N(a)N(B), logo p* = n(a)N(B), entdo N(a) = N(B) = p. Sendo
a = m+ ni € Z[i], segue que p = m? + n? = (m + ni)(m — ni). O
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Defini¢do 4.17. Defina &(u) := |[{o € Z][i]/(11)|a € unidade}|. Ou seja, £(1)
é quantidade de unidades em Z[i]/ uZ]i].

Proposicao 4.7. Sejam «,y € Z[i],n > 0. Entdo, existe 5 € Z[i] com aff = 1
mod + se, e somente se, («, ) = 1.

Proposicdo 4.8. (=) Suponha que exista 3 € Z[i| com af =1 mod . Entdo
af —1 = A\ para algum \ € Z][i], logo af — v\ = 1. Desde que Z[i] é um
dominio euclidiano, segue pelo Teorema 2.12 que (o, 7y) = 1.

(<) Seja (a,7y) = 1. Novamente, pelo Teorema 2.12, existem 3, \ € Z[i] tais
que af + YA = 1. Assim, aff — 1 = (—\)vy, portanto af =1 mod ~.
Teorema 4.12. Se o, uu € Z[i] sdo primos entre si, entdo o*™ =1 mod p.
Demonstragio. Sejam 71, ...,7) um sistema completo de invertiveis
modulo e seja (o, u) = 1. Dai, pela proposi¢do anterior temos que
(75,00) = 1 para todo 1 < i < &(p), e assim (ay;,m) = 1 para todo
1 < < &(p). Logo, avy, ..., aye(n) também forma um sistema completo
de residuos médulo p. Com isso, temos que ay; = «ay; mod £(u), logo
v = v; mod p o que implica em ¢ = j. O que implica que ay; =
mod &(u), portanto,

£(w) &(p) £(p) &)
ay;) = ; mod yu <— o) P = ; mod L.
Y gt 1 o g 1
i=1

i=1 i=1 i=1
Como cada v; é invertivel médulo p, basta simplificar a dltima con-
gruéncia e obtemos, portanto af”) =1 mod y como desejado. O

4.3 Inteiros de Eisenstein
Defini¢ido 4.18. Seja w = %(—1 + z\/§) € C. Os Inteiros de Eisenstein é o
conjunto
Zlw] :={a+bw € Cla,b € C}.
o qual é uma subanel de C.

Observacao 4.5. Seguindo a Defini¢dao 4.12 a norma de um elemento a +

bw € Zw] é
(5 o (75)

5, ab abiv/3  ab  abiv/3 e
2 2 2 2
=a® —ab+ V%

la + bw|? =
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Teorema 4.13. Os Inteiros de Eisenstein é um dominio euclidiano.

Demonstragio. Desde que Z|w] C C, a fungdo norma de C restrita ao con-
junto Z|w],isto é, N : Z|w] — N dada por a + bw + a? — ab + b?, estd bem
definida e é uma norma. Sejam a = a + bw, f = m + nw € Z|w| ndo nulos.
Assim N(8) > 0,logo N(af) = N(a)N(B) = (a* —ab+b*)(m* —mn+n?) >
a’? —ab+b* = N(a).

Agora vamos mostrar que vale a divisdo euclidiana. Tome «, 5 € Z[w].
Podemos escrever o/ = = + yw com z,y € Zjw]. Tome m,n € Z tais que
|z —m| <1/2e |y —n| < 1/2. Considere y = m + nwen = a — 6. Daj,
pela desigualdade triangular, obtemos

1 1
=l m) -l <y al £ Gy =1 @)

«
E—W

- ‘%—v‘msnm = Ja—78] < 18] = la—~B < |B].

Note que ndo existem r, 7, € R* tais que ry - 1 + 75 -w = 0, logo a primeira
desigualdade ede (4.1) é estrita exceto paraz —m = 0ey —n = 0. Mas,
em ambos 0s casos a segunda desigualdade de (4.1) é estrita. Portanto,
obtemos N (7) < N(f). Com isso, temos que a Defini¢do 2.19 é védlida. [J

Comentario 4.6. Desde que Z[w] é um dominio euclidiano, a existéncia
de elementos irredutiveis consiste em Z|w] assim como a fatoragdo tinica
a menos de unidade e da ordem dos fatores. Com isso, Z|w] possui uma
estrura muito semelhante ao conjunto dos inteiros Z. Além do mais, assim
como em Z[i], alguns elementos irredutiveis em Z podem ser redutiveis
em Z|w|, por exemplo, o inteiro 3.

Proposicdo 4.9. As unidade em Z|w] sdo {1, +w, +w?}.

Demonstragio. Para verificar que esses elementos sdo unidades bastar ver
que

o (ﬂ)

2
C —1+43iV3 - 3(iV3)? - 3iV/3
B 8

_ o133

- -
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e 0 caso +1 é direto. Agora tome o = a + bw € Z[w] unidade. Assim,
para § € Z[w], temos aff = 1. Entdo N(af) = N(a)N(B) = 1, e segue que
N(a) = N(B) = 1. Com isso vem

N(a)=d"—ab+b’ =1 = (a—b)*+ab—1=0. (4.2)

Desde que a,b € Z, temos a — b,ab € Z. Dali, as solugdes de (4.2) sdo
(a,b) € {(£1,0),(0,£1)(£1,+£1)} e o resultado segue substituindo esses
valores de a e b em «. ]

Lema 4.14. Se o € Z[w] e N(«) é um inteiro primo, entdo o é irredutivel em
Z[w].

Demonstragio. Sejam o = v € Z[w| e N(a) um inteiro primo. Assim
N(a) = N(vB) = N(y)N(B). Desde que N(«) é primo, devemos ter ou
N(y) = 1ou N(f) = 1. Assim, como Z|w] é um dominio euclidiano, pelo
Teorema 2.8 temos que ou N() é uma unidade ou N(f3) o é. O

Teorema 4.15. Seja p um inteiro primo. Entdo:

(1) Sep =3, entio 1 —w € Zw)] é irredutivel e 3 = —w?(1 — w)%

(2) Sep = 1 mod 3, entido existe um irredutivel v € Z|w] tal que p = ~7y e
it

(3) Sep =2 mod 3, entdo p é irredutivel em Z|w].

Demonstragio. Vamos mostrar somente (1), mas uma demonstracdo com-
pleta para esse teorema pode ser encontrada em [2, Cap. 4, pg. 169]. Desde
que N(1 —w) =12 —1(—1) + (—1)? = 3, pelo Lema 4.11 temos que 1 —w é
irredutivel em Z[w]. O

4.4 Extensoes Quadraticas

Definic¢do 4.19. Seja d € Z ndo quadrado perfeito. O conjunto
ZIVd) = {a+bd | a,beZ}
é chamado de extensdo quadrética.

Observacio 4.6. O conjunto Z[v/d] é fechado pela soma e produto e forma
um anel. Algumas propriedades aritméticas definidas em Z[i] e em Z|w]
podem ser extendidas para Z[v/d], como a divisibilidade:

Bla < IyeZVd:a=rp.
E de forma andloga ao anéis Z[i] e Z[w| definimos, também, a relacdo de

congruéncia
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a=f mod\ <= A a-—0.

Teorema 4.16. Seja p € Z um niimero primo tal que p # 2 e p 1 d. Entdo, para
todo o € Z[\/d),

2
o’ =a mod p.

Demonstragiio. Seja « = a + by/d com a,b € Z. Desde que p | (¥) para
1 =1,...,p— 1segue que,

o = (a+ bVd)P = Xp: (p) P VA) = o + BP(Vd)?  mod p.

- 1
=0

Pelo pequeno teorema de Fermat temos que a” = a mod peb” =b mod p,
logo o = a? + b*(v/d)? mod p. Elevando a tltima congruéncia a p, obte-
mos,

o = (a+Wd ) =a+b(VdP =a+ b(dpfl)%)\/a mod p.  (4.3)

Por hip6tese temos que p # 2ep 1 d., dai (p+1)/2 € Ze (d, p) = 1.Entdo no-
vamente pelo pequeno teorema de Fermat, vem que e pelo cancelamento,
temos,

p+1\ P 1

(d%y =d modp = <d7> =1 mod p. 4.4)

Portanto, de (4.3) e (4.4) obtemos o#° = & mod p. O

Proposicio 4.10. Seja p € Z primo com p { d. Entdo Z[/d]/pZ é um corpo se, e
somente se, <%) =—1.

Demonstracio. (=) Vamos mostrar a contrapositiva. Suponha que <g> =1

onde a*> = d mod p com a € Z. Assim, desde que (a + Vd)(a — Vd =
a? —d = 0 mod p, temos a £+ v/d ndo nulos, logo sdo divisores de zero.
Portanto, Z[/d]/pZ ndo é um corpo.

(<) Sejam (%) — —lea+bVd#0 mod p. Assim, oup{aouptb. Vamos

mostrar que nessas condigdes temos a® + b*d inversivel médulo p. Se p t a
entdo devemos ter p | b. Daia 0 mod peb =0 mod p, entdo

aA+bvd=a>=0 modp
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0 que ndo pode ocorrer pois p 1 a. Se p 1 b, entdo p | a. Dai vem que

an 2
a>+b*d=0 modp <= (Z) =d mod p

o que também ndo pode ocorrer pois (;—f) = —1. Em ambos os casos te-

mos que a® 4+ b?d Z 0 mod p, portanto é inversivel médulo p. Portanto,
Z[\/d)/pZ é um corpo. O

Comentario 4.7. Para alguns valores de d o conjunto Z[v/d| é um dominio
euclidiano.
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Capitulo 5

Triplas pitagoricas e soma de dois
quadrados

Veremos alguns resultados sobre triplas pitagéricas que sdo solugdes
para a equagdo diofantina 2°+y* = 22, as quais correspondem aos lados de
tridngulos retdngulos de comprimentos inteiros. Também veremos alguns
resultados sobre soma de dois quadrados.

5.1 Soma de dois quadrados

Teorema 5.1. Seja p € Z um niimero primo. Entdo a equagio x* + y* = p possui
solugdo inteira se, e somente se, p =2 oup =1 mod 4.

Demonstragio. (=) Primeiramente, fazendo z = y = 1 obtemos p = 2.
Considere p € Z um primo impar. Desde que os residuos médulo 4 sdo
0,1,2,3 temos que p # 0 mod 4, pois se fosse o contrario teriamos 4 | p e
p seria um ntmero par, também devemos ter p # 2 mod 4, caso contrario
p =2+ 4k para algum k € Z e vem que 2 | p, ou seja, p seria par. Dsde que
p é impar, temos que p — 1 é par e, entdo, podemos ter p = 1 mod 4. De
forma anéloga, sendo p imapar, temos p — 1 par, assim (p —1) —2=p—3
também ¢é par e podemos ter p = 3 mod 4. Portanto, se p € Z é um primo
impar, devemos ter p = 1 mod 4 ou p = 3 mod 4. Agora note que se
x € Z, entdo x é congruente a 0, ou 1, ou 2, ou 3 médulo 4, segue:

r=0 mod4 = 2°=0 mod 4
r=1 mod4 = z?= mod 4
r=2 mod4 = 2°=4=0 mod 4
r=3 mod4d = 22=9=1 mod 4
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entdo temos que r2 = 1 mod 4 ou 22 = 0 mod 4 e 0 mesmo vale para
y. Com isso vem que 2% + y*> = 0 mod 4 ou 2 + y> = 1 mod 4. Agora
suponha que z? + y*> = p com p € Z primo impar, juntando os resultados
acima devemos ter p =1 mod 4.

(«<) Se tivermos p = 2, x = y = 1 é uma solugdo da equagdo. Agora
suponha que p =1 mod 4, entdo pelo Teorema 5.11 existem z,y € Z com
2 +y? =p. O

Teorema 5.2. Os tinicos niimeros n que podem se expressar como soma de dois
quadrados sdo da forma n = 2°d*l onde s € N el € Z é livre de quadrados com
fatores primos p € Z tais que p =1 mod 4.

Demonstragido. Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada
em [9, Cap. 4, pg.136]. O

5.2 Triplas pitagéricas

Definicdo 5.1. As triplas de ntimeros (a,b,c) que satisfazem a equagdo
2? + y*> = 22 sdo chamada de triplas pitagéricas. Se a,b e c forem dois a
dois primos entre si, dizemos que a terna (a, b, c) é uma tripla pitagorica
primitiva.

Proposicao 5.1. As ternas pitagdricas primitivas (a, b, ¢) sido da forma

a=m?—n% b=2mn, c¢=m>+n?

com (m,n) = 1em + n impar.

Demonstragido. Suponha que p € Z é um primo tal que p | (a,b). Entdo
p | a*+b* = ¢, logop | c. Dai temos que (a/p, b/p, ¢/p) também é uma trilpa
pitagoérica. Com isso, suponha que (a, b, c) é um tripla pitagérica primitiva.
Assim, temos que a e b ndo podem ambos serem pares ao mesmo tempo,
suponhamos que a é impar. Como um niimero quadrado é congruente a
Ooualmébdulo4e (2k+1)> =1 mod 4, devemos ter b um nimero par,
sendo ¢* = b*> + a®> = 2 mod 4, o que ndo pode ocorrer. Com isso vem
que c é impar. Também temos que v* = (¢ + a)(c — a) = ¢ + a? e, como
(a,c) = 1, entdo (a + ¢,c) = 1, temos a + ¢ 4 a — ¢ nameros pares, logo
(2¢,c+a) = (¢ — a,a + ¢) = 2. Dai, desde que b é par, vem que (¢ +a)/2 e
(¢ —a)/2 sao primos entre si tais que

c—ac+a_c2—a2 b? b
2 2 4 4



Entdo, pelo teorema Fundamental da Aritmética (¢ + a)/2 = m? e (¢ —
a)/2 = n? para algum m,n € Z e vem que b = 2mn. Portanto temos que,

c+a c—a
m2 —n?— .

9 s Cta c—a
=a e m +n" = +

2 2 2 7 ¢

O]

Teorema 5.3 (Legendre). Sejam a,b,c € Z livres de quadrados, dois a dois
primos entre si e nio todos com o mesmo sinal. A equagio ax® + by* + cz* = 0
tem solucdo ndo trivial inteira se, e somente se, m*> = —bc mod a,n? = —ac
mod be k* = —ab mod c.

Demonstragido. Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada
em [9, Cap. 4, pg. 139]. O

Teorema 5.4. As solugdes racionais (x,y) da equagio diofantina x* + y* = 1 sio
da forma (x,y) = (1,0) e

(x,y):<t2_1 2t) teq.

24+1"241

Demonstragio. Temos que (1,0) é solucdo da equagdo e sabemos que essa
equacao produz uma circunferéncia C' de raio 1 no plano cartesiano. Con-
sidere t € Q* e o ponto (0,¢). A reta d [ que passa por (1,0) e (0,¢) é dada
pela equacdo y = —tx +t. Sendo 0 # t, a reta [ ndo é paralela ao eixo-y
e portanto ndo é tangente a circunferéncia. Dessa maneira, temos que !
intersecta a circunferéncia C' em dois pontos. Assim, como 2? + y> = le
y = —tx +t, segue que

2t2 42

2 2 2 2 2 2 _ _

Entdo temos z; = 1 e 2o = (t* — 1)/(t* + 1). Aplicando esses valores de
na equagdo da reta [, obtemos y; =t —tx; =t —t=0e
-1 tt*+1) t{t*—1) 2t

—t—try =t —t — — — .
Y2 2 21 241 21 241

-1 2t
2410 t241

(z4,y,) € C racional com @) # (1,0). Entdo areta r : y = az +  que
contém () e (1,0) é dada por

yq_o yq_o yq
=2 _ — y= b — b=y — .
“ Tq—1 Y (xq_1>xq+ Y (xq_1>xq
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Desde que t € Q, o par ( > é racional. Tome um ponto ) =




Substituindo z = z, e y = y, temos que b € Q. possui coeficientes racio-
nais, logo intersexta o eixo-y em algum ponto racional (0, b). Portanto,

-1 2t
(0,1) = (—tQH,—tQH) (5.1)

estabele uma bije¢do entre pontos racionais do eixo-y e os pontos racionais
da circunferéncia. O que finaliza a demonstragéo. O
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Capitulo 6

Curvas elipticas

As referénciais principais para esse capitulo foram [8], [7], [11] e [10].
Apresentaremos as defini¢des e os resultados fundamentais que utiliza-
mos durante os estudos.

6.1 Curvas elipticas como curvas projetivas

Seja K um corpo. O espago projetivo P é o conjunto de todas as re-
tas em K"*' que passam pela origem. Um ponto nio nulo (z,...,z,)
em K" pode ser entendido como um vetor. Dois vetores (zo, ..., z,)
e (Yo, .., yn) definem uma mesma reta que passa pela origem quando
(20y ooy Tn) = AYo, -y Yn) = (AYos ..., Ay ) para algum A\ € K. Dessa forma,
esses vetores correspondem a um mesmo ponto em P} e, entdo, podemos
definir o espago projetivo da seguinte maneira:

Definigdo 6.1. Seja K um corpo en € N com 1 < n. Chamamos de espago
projetivo de dimensdo n sobre o corpo K o conjunto quociente:

K0}

~

Pk

para o qual ~ é uma relagdo de equivaléncia entre pontos que estdo numa
mesma reta, assim temos que

(X0, ey Tn) ~ (Y05 ooy Yn) <= TN E K" (20, ey Tn) = (AY0y ovy AUn ).
Os elementos de P}, sdo as classes de equivaléncia dadas por

(o : et ) = {( Az, .oy Azp) | A € K}
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Observacdo 6.1. O mapa ¢ : K" — P}, definido de forma que
(o, .., Tn—1) — (2o : ... + Ty, : 1), é injetivo. E com isso temos que
Im(o) = {(zo : ... : )]s # 0} é uma cOpia de K" em P.

Definic¢do 6.2. Chamamos de pontos no infinito os elementos do conjunto
Hy, = Pi\Im(o).

Observagdo 6.2. Com a definicdo acima temos P}, = Im(o) U Hy. Veja

que existe também a funcdo ¢ : Im(c) — K™ dada por (zo : ... : z,) —
(;—2, e I;:) . Assim, 0 0 1) = idiym(y) € Y 0 0 = idg». Entdo podemos vi-

sualizar os objetos de K" em [P, e observar os objetos no espaco projetivo
como unido de seus pontos no infinito com o seu complementar, que é sua
parte a fim.

Definicdo 6.3. Seja K um corpo e seja p(z,y) € K|z, y| um polindmio ndo
constante. O subconjunto C' C K? dado por,

C = {(a,b) € K*|p(a,b) = 0}

é chamado de curva algébrica. Nesse caso diremos que p(z,y) = 0 é uma
equacdo para a curva C.

Definicdo 6.4. Seja K um corpo. Um subconjunto X C K? é chamado de
curva plana projetiva se existe um polindmio homogeéneo p(z,y) € K|z, y, 2]
ndo constante tal que X = {(a : b: ¢) € P%|p(a,b,c) = 0}.

Exemplo 6.1. Seja K um corpo e seja C; = {(z,y)|ax + by + ¢ = 0} € K?,
isto é, Cy : ar + by + ¢ = 0. A fim de encontrar ¢(C}), precisamos fazer
r — z/z ey — y/z. Dai temos a equagdo a(z/z) + b(y/z) + ¢ = 0 que
implica em az + by + cz = 0, que é um polindmio homogeéneo e, entdo,
define um curva em P3; dada por C; = {(a : b: ¢)|az + by + ¢z = 0}. Para
encontrar O tomamos z = 0, dai vem que ax + by = 0,logoz = —bey = a.
Entdo, O = (—b:a:0).

Exemplo 6.2. Seja K um corpo e seja C' : y — 2> = 0. Dai para encontrar
o(Cy) fazemos y — y/z e x — z/2z. Obtemos y/z — (x/z)* = 0 que implica
em yz — 22 = 0. Assim, 0(Cs) = {(a : b : ¢)|yz — 2* = 0}. Agora fazendo
z = 0, segue que z* = 0, logo x = 0. E com isso vem que y = 1. Portanto,
O=(0:1:0).

Definigdo 6.5. Sejam K um corpo e C' C P% uma curva projetiva, seja
P € C'um ponto. Dizemos que P é um ponto singular da curva C : p(z.... :
x,) = 0 se tivermos,
Ip
(91;2-

(P)=0 ,Vie{0,..,n}
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Caso contrario diremos que P é um ponto suave de C' ou um ponto nio
singular de C.

Definic¢do 6.6. Dizemos que uma curva C' é uma curva suave ou nio singular
se todos os pontos em C' sdo suaves.

Definigdo 6.7. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3. Uma
curva projetiva plana suave definida pela equagdo

v’z =2 +arz? +b2°, a,bEK,
é chamda de curva eliptica sobre K.

Comentdrio 6.1. Observe que a curva projetiva acima é curva algébrica
definida pela equagéo y* = z* +ax + b para z # 0, juntamente com o ponto
no infinito O(0 : 1 : 0). Para nos refirmos a uma curva F definida sobre
um corpo K escreveremos £/K ou simplesmente E(K).

Observacao 6.3. Podemos definir uma curva eliptica sobre um corpo K
de caracteristica diferente de 2 e 3 como o conjunto dos pontos (z,y) que
satisfazem a equagdo y* = 2° + ax + b, onde p(z) = 2* + ax + b ndo possui
raizes multiplas, juntamente do ponto no infinito 0. Para que p(z) nédo
possua raizes multiplas é necessario que a condigdo 4a® + 27b* # 0 seja
satisfeita. O motivo para tal restricdo pode ser encontrado em [10, Cap.3,

pg- 45].

Comentdrio 6.2. A equagdo mais geral para uma curva eliptica sobre um
corpo K de caracteristica qualquer é a equagdo de Weierstrass:

y2 + ai1xy + asy = 3+ a2x2 + asx + ag.

Dependendo da caracteristica do corpo K, podemos manipular a equacdo
acima a fim de simplicé-la e obter, portanto, uma expressdo mais facil de
trabalhar. Estaremos interessados em curvas eliticas com coeficientes raci-
onais e, portanto, a proxima defini¢do serd de maior apoio.

64



Exemplo 6.3. F;(R) : y*> = 3 — 2 é uma curva eliptica sobre o corpo dos
nameros reais.

o
i

Exemplo 6.4. E3(R) : y*> = 2 + 2 + 7 é outra curva eliptica sobre R.

/
N
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6.2 Lei da corda tangente

Vamos trabalhar com curvas elipticas dadas por equag¢des na forma
y*> = 2® + ax + b. Para que essa curva seja ndo singular é necessario que
tenhamos 4a® + 27b% # 0. Sendo satisfeita essa condi¢gdo podemos definir
um grupo a partir da curva E : y* = z° + ax + b juntamente com seu ponto
no infinito 0. Denotaremos a operagdo desse grupo por + e a chamaremos
de adicdo, o ponto O sera o elemento neutro dessa operagdo. O caso da

equacao geral de Weierstrass pode ser consultado em [10, Cap. 3, pg.52].

Definicdo 6.8. Seja E uma curva eliptica dada pela equacdo de Weierstrass
y* = 2% + ar + b com 4a® + 27b* # 0 e com O o ponto no infinito. Sejam
P, € E. Definimos o oposto de P, que é denotado por -P, e a soma
P + (@) = S pelas seguintes regras:

(i) Se P=0,entao —P=0eP+Q = Q.
Agora suponha que P # O e Q # O esejam P = (z,,y,) € Q = (2,4, Y,)-
(1) O oposto de P é dado por —P = (z, —yp).

(2) Se z, # z,, entdo a reta [ que passa pelos pontos P e () ndo é paralela
ao eixo-y, logo | intersecta a curva em um ponto R além de P e Q.
Portanto, definimos P+ () = S = —R.

(B) Se@ = —P,entao P+ Q = O.

(4) Se P = @, entdo a reta [ que passa por P e () é uma reta tangente a
curva E em P. Dai definimos o ponto P + @ = S = —R onde R é
o segundo ponto de interseccdo de [ com E. Se nesse caso tivermos
Yp =y, = 0, entdo areta [ é vertical, dai P + @ = O.
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Observacdo 6.4. A figura abaixo representa o pensamento geométrico por
tras da defini¢cdo acima.

Vamos ver algebricamente o porqué da definigdo acima. Mostraremos
que existe um terceito ponto S de interseccdo da reta [ que passa por P e
(), e vamos deduzir as coordenadas do ponto S = P + Q).

Sejam P = (z,,9,),Q = (x4,y,) € S = (x5,ys). Se tivermos z, # x,,
estaremos no caso (2). Suponha que [ = ax + ( é a reta que contém P e
(). Temos que [ ndo é paralela ao eixo-y pois x, # x,. Desde que P, () € [,
temos azx, + 8 = y, e axr, + B = y, dessa maneira podemos escrever
a=(y,—yp)/(xr,—xp) € B =1y, — azx, Agora veja que um ponto qualquer
X = (z,y) € l,onde y = az + 3, pertence a curva F : y* = 2® + ax + b se,
e somente se, (ax + 3)* = 2 + ax + b. Ou seja, esse ponto deve ser raiz da
equacdo z* — (ax + )* + ax + b = 0. Como a equagdo possui no Maximo
trés raizes, existem no maximo trés pontos de interseccdo entre aretal e a
curva E. Podemos reescrever a equagéo:

2} —(ar+ B +ar+b=2"—a*z* + (a — 2aB)r +b— B* = 0.

Como P e () pertencem a curva E, entdo z, e x, sdo raizes da equacao,
também, como a soma das raizes de um polindmio monico é igual ao coe-
ficiente da varidvel da indeterminada de segundo maior grau, temos que
T, + 1, + x5 = o2, logo ry = o® — x, — x,. Agora, como P+ Q = S €|,
devemos ter y, = ax, + . Portanto, temos que:

2
Yg — Y Yg — Y
Ts = <—q p) —Ip—Tg € Ys=—Ypt (u> (zp —25). (6.1)

Lg — Tp Lg — Tp
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Suponhamos que P = ) com y, # 0. Entdo, [ é uma reta ndo vertical
tangente a curva F e podemos encontrar o coeficiente angular de [ deri-
vando a equagdo y* = z°® 4 az + b. Para isso devemos interpretar y = f(x),
e derivar a igualdade em relagdo a varidvel z, no lado esquerdo teremos a
derivada de um fung¢do composta, segue:

d d 3z
y2=x3+ax+b:>2y—y:3x2+a:>a:—y: v ta
dx dx 2y

Entédo, no ponto P temos a = (3z7 + a)/2y, e vem que:

322 + a)2 322 +a
Ty = P —2r, e ys=—y +( L >x—:cs. (6.2)
( 2yp p p 2yp ( p )

Teorema 6.1. Os ponto de adigido de uma curva eliptica E dada pela equagio
y* = 2® + ax + b forma um grupo abeliano (E,+) onde o ponto O é o elemento
neutro.

Demonstragido. Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada
em [12, Cap. 2, pg. 15]. O

Comentdrio 6.3. O teorema acima nos garante que encontrado um par
de pontos racionais numa curva eliptica, podemos encontrar um terceiro
ponto racional. Pois, como suas coordenadas sdo racionais e o conjunto
dos racionais é um corpo, a partir das férmulas em (5.1) e (5.2) sabemos
que o terceiro ponto serd racional também.

Teorema 6.2 (Mordell-Weil). O conjunto dos pontos racionais de um curva
eliptica E(Q) é um grupo abeliano finitamente gerado. Em outras palavras, exis-
tem finitos pontos Py, ..., P, tais que qualquer outro ponto Q € E(Q) pode ser
escrito como combinagdo linear dos P, onde i € {1,....n} :

Q:a1P1+a2P2+...+anPn ,CLZ‘GZ.

Demonstragido. Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada
em [11, Cap. 3, pg. 83] O
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6.3 Curvas elipticas sobre C

Abordaremos, agora, algumas defini¢des e propriedades que nos per-
mitem visualizar curvas elipticas como um torus(rosquiha).

As demonstragdes das proposicdes e dos teoremas desta se¢do serdo omi-
tidas, mas podem ser consultadas em [10] e [12].

Definigdo 6.9. Sejam w; = u; + v1i € wy = uy + voi Nimeros complexos ndo
nulos tais que os vetores (uy,v1) e (uz, v2) sdo linearmente independentes
em R?, isto &, (u1,v1) # A(ug, v2) para qualquer 0 # A € R. Chamamos de
reticulado(do inglés, lattice) o conjunto:

L = {mw, +nwy : m,n € Z}.

O reticulado gerado por w; e wy é denotado por (w;, w;). Também exi-
gimos que a base do reticulado possua orientagdo positiva, isto é, w, /w, €
H={a+bieC:0<b}
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Exemplo 6.5. Abaixo temos os pontos do reticulado (1+2i, 3+2i) no plano
complexo:

Exemplo 6.6. Os inteiros de Gauss Z[i| = {a+bi : a,b € Z} é um reticulado.
De fato, temos que a + bi = aw; + bwy onde w; =1 € Cew, =i € C, dai
temos que Z[i] = (1,1).

Defini¢do 6.10. Seja L um reticulado gerado por w;, w, € C. Definimos
C/L pela relacdo de equivaléncia:

z21=2y mod L < 2z — 2z € L.
Entdo C'/L é o conjunto das classes de equivaléncia de C médulo L.

Defini¢do 6.11. Seja L um reticulado tal que (w;, ws). O dominio fundamen-
tal de C/L é o conjunto

F = {wy + pwq; 0 < A\ < 1}
F forma um paralelogramo no plano complexo.

Exemplo 6.7. O conjunto F = {A\(1 + 2i) + p(3 +2i);0 < \,u < 1} éo
dominio fundamental de C/(1 + 2i, 3 + 2i).
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Proposiciao 6.1. Sejam L = (w;,ws) e L' = (wi,wh) reticulados com
wy Jwq, wh /wh € H.

1. L = L’ se, e somente se, existe M € SL(2,7) tal que (Z:;) = M ().

2. Existe um isomorfismo complexo e analitico entre C/L e C/L’ se, e somente
se, L' = aL para algum o € C.

Corolario 6.1.1. Sejam L = (wi,we) e L' = (wi,wh) reticulados com
wy /wa, wy/wh € H, tais que existe um isomorfismo complexo e analitico de gru-
pos abelianos C/L = C/L'. Entdo existe um a € C ndo nuloe M € SL(2,Z) tais

gue () = adM (21).
Proposicdo 6.2. Seja L = (wy, ws) um reticulado em C.

1. Existeum T € H tal que C/L = C/(t,1).

2. Sejam 1,7 € H. Entdo C/(1,1) = C/(7’,1) se, e somente se, existem
M = (2%) € SL(2,Z) tal que:

T/:MT:aT+b.
ct+d

Definic¢do 6.12. Seja L um reticulado. A func¢do p de Weierstrass relativa a
L é a funcao

p(zaL)ZZ—lfr >, (ﬁJr%)
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Definic¢do 6.13. Sejam 2 < k € Z e L um reticulado. A série de Eisenstein
de L com comprimento 2k é a série

1
0#wel

Proposicdo 6.3. Sejam L um reticulado e o a fungio de Weierstrass relativa a L.
Entdo temos que p(z, L) = p(z + v, L) para todo v € L.

Comentario 6.4. Ndo estamos interessados, necessariamente, na con-
vergéncia das séries, mas, a saber, G2k(L) é absolutamente convergente
para todo k£ > 1 e p(z, L) converge uniformemente em todo subconjunto
compacto de C — L.

Definicdo 6.14. A série de Laurent de uma fun¢do complexa f(z) sobre um
ponto a é uma série infinita da forma

(o]
:E —i—E cnz—a
z—a
n=1

onde b, ¢, sdo coeficientes complexos. E possivel combinar essas duas
séries e obter

= Z an(z —a)"
onde

0 — b_,, sen<-—1
"l ¢, sen>0

A saber, além da configuragdo acima, a, € C é dado por uma integral de
linha.

Teorema 6.3. Seja L um reticulado.

1. A série de Laurent de o(z, L) sobre z = 0 é dada por
IS 2k
D)=+ Z:(Qk +1)G 2k +2)(L)z

2. Seja ¢'(z, L) a derivada de o em z. Entdo para todo = € C — L, temos

(w) — o(z L)' — 15G4(L)p(z, L) — 35Ge(L).
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Observacao 6.5. O Teorema 5.3 mostra que existe o mapa,

¢»:C/L— EL(C), =z mod L~ (p(z,L), @) . (6.3)

Comentario 6.5. Em outras palavras, temos que (p(z, L), ¢'(z, L)/2) é um
ponto em E;,(C), onde E(C) : y* = 2® — 15G4(L)x — 35G(L).

Teorema 6.4 (Teorema da Uniformizacdo). Seja L um reticulado.

1. A equagio y* = x° — 15G4(L)x — 35Gs(L) é ndo-singular e define um
curva eliptica. Além disso, a fungio ¢ : C/L — E(C) definida em (5.3) é
complexa, analitica e um isomorfismo de grupo abeliano.

2. Seja E/Q : y* = z% + Ax + B uma curva eliptica. Entdo existe um
reticulado L C C tal que A = —15G4(L), B = —35G¢(L) e C/L = E(C)
via ¢.

Comentdrio 6.6. O teorema acima diz que todo reticulado L determina
um curva eliptica E(C) e, reciprocamente, para toda curva E(C) existe
um reticulado L que produz E. Em outras palavras, E(C) = C/L. Agora,
a Proposigdo 5.2 diz que é possivel encontrar um reticulado da forma (7, 1)
com 7 € H tal que E(C) = C/(r,1). Mas a escolha de 7 nédo € tinica, fato
que segue, também, da Proposi¢do 5.2. Assim, podemos visualizar um
curva eliptica como um torus para um reticulado conveniente, pois cada
lado do dominio fundamental F do reticulado L é identificado com o lado
oposto médulo L.
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