CAPITULO III

CONJUNTOS INTEIROS E
O TEOREMA DE SCHUTZENBERGER

e monodides ap eriddicos

.-. ~= '--v—-v'v

1. Conjuntos int
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Um subconjunto # de p(Z*) é integralmente fechado se & e 1
pertencem a # e se para todo 4 e A’ em #,

Au A, A’A‘"e/f

também pertencem a % % . E facil ver que a intersec¢ao de subconjuntos
integralmente fechados de p(Z*) também ¢ mtegralmente fechada.
Denotamos por

Tt E

aret

0 menor subconjunto integraimente fechado de p (Z*) que contém os
conjuntos unitarios g, para todo ¢ em X. Os elementos de Int X sdo
chamados de subconjuntos inteiros de X*.
Como Int ¥ ¢ fechado sob unido e complementagido, ele ¢ uma
aigebra booleana de subconjuntos de L"‘ e é tecnaclo portanto sob
ns

o
it

I=3X*=0,

I, = (ct)* = 10U (el It ool n It1l),
[, = 1(07)* = 1],,

I, = 6(6)* = I,0,

I, = (ctu t0)* = 101 ol U 11:1 1l

A verificagdo destas igualdades é deixada para o leitor, como u
exercicio interessante. Observamos que esta verificagdo pode ser feita

11U 2ILayaly U

algoritmicamente, embora neste livro ‘nio apresentemos 0os meios para
1sto

Em vista do Corolario 11.3, é imediato que

Int £ < Rac X.
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Um monoide M é aperiédico sse para todo m em M existe um na-
tural n, tal que m" = m"*!. Mencionamos aqui que um monoide
finito M ¢é aper"dico sse todo grupo em M for trivial.

Os subconjuntos inteiros de X* aparecem na Teoria dos Autd-

matos de dlversas maneiras e possuem varias caracterizagdes. Aqui
llmltamo nos a apresentar a seguinte caracterizagio:

TEOREMA 1 (Schiitzenberger). Seja X um alfabeto finito. Um sub-
conjunto A de X* é inteiro sse o
- mondide sintdtico M, de A ¢ finito e aperiédico.
Uma conseqiiéncia do Teorema de Schiitzenberger é que existe
um algoritmo para decidir se um conjunto racional dado A é inteiro
ou nao. Para tanto, basta construir o monéide sintatico M, ,de A e

verificar se este ¢ aperiddico ou nio. Mais ainda, caso o rnonéide M p
de A seja aperiddico, seguindo-se a demonstra acdo da parte “se” do

teorema, podemos efetivamente construir uma expressio para A a
partir dos conjuntos unitarios o, utilizando-se um namero finito de
vezes as operagdes de unido, concatenagio e complementagdo. Na Secdo
4 apresentamos um exemplo desta construcio.

2.  Algumas propriedades de
mondides aperiddicos

As propriedades que seguem serdo utilizadas na demonstragio
do Teorema 1.

M —_ ‘l 1

PROPOSICAO 1. Seja B: M — M, um epimorfismo a’e mondides.
Se M ¢é aperiddico entdo M. também o é

Demonstragdo. Seja a em M,. Como f é sobrejetora, a = bff para
algum b em M. Como M é aperiodico, b" = b"*!
para aigum n, logo a" = (bf)" = b"B = b""1f = bRy ' = a"*!. m

PROPOSICAO 2 H(Lei de cancelamento para mondides aperiodicos).
Sejam a, b, e m elementos do mondide aperiédico
M. Se m = amb entdo m = am = mb.
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Demonstracdo. Seja n, tal que a" = a"*'. De m = amb, resulta que
m = a"'mb", logo

o
3

m = Ny, AN an+1,;,,;,n — a(anm n) _

,
I
8
3
S
S

Analogamente, m = mb. m
Seja M um mondide, ¢ J um subconjunto ndo vazio de M.

J € um ideal a esquerda sse MJ = J.

a

J é um ideal a direita sse JM = J.
L.
Ul

] & um ideal oy ry _
J € Ui iaeai teral sse MJM = J.

o~

1~
{

Os exercicios ddao algumas propriedades de ideais. Em particular, se
m e M, entio Mm, mM e MmM sio ideais a esquerda, a direita e bila-
terais, respectivamente, chamados de ideais principais gerados por m.

Um elemento 0.em M é um zero sse MOM = 0, isto é, {0} = M é um
ideal bilateral. E facil ver que 0 em M é um zero sse para todo mem M,
mQ = 0m = 0.

Para um subconjunto X de MV, definimos

) 3

Wy ={meM|MmMn X = J}.

PROPOSICAO 3. Para todo subconjunto X de um monéide M, Wy é
vazio ou é um ideal bilateral.

ostrar que MWyM = W,. De fato,

Demonstracdo. Basta

B

w

"X=

1\w,lc MW. M

rr X ive vy xl" .

Por outro lado, para mostrar que MW, M < W,, ¢ suficiente provar
que se a, be M e me W,, entdo amb e W,. Temos:

'z
Assim, se MmM N X = J, entdo M{amb)M n X = J, isto €,
ambe W,. m

= (Mm nmM)\W,,.

Demonstra¢do. Esta claro que me Mm ~n mM. Por outro lado,
me MmM, isto € MmM nm # &. Logo m¢ W,,.
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m< (Mmn mM)\W,,.

Seja agora m’ um outro elemento de ( Mm N mM\W,,.Comom € Mm

(™

4

m =am e m = mb. (D

Como m ¢ ., resulta que Mm'M nm # . Isto é, existem ¢ e d

em M, tais que
m = cm'd. (2)
De-(1) e (2), resulta que
m = cm'd = camd,

assim, pela Proposigio 2,

m = cam = cm’. (3)
De (1) e (3), resulta que

m = cm’' = cmb,
logo, pela Proposicido 2,

m=mb=m.

Isto completa a demonstragdo. m

3. Demonstracdo do Teorema 1

Comecamos com a parte “se”” do Teorema 1, que afirma que se

o monoide sintatico M, de A ¢ finito e dpc riédico, entdo 4 € um sub-
conjunto inteiro de X*. De fato, mostramos a af rmagéo mais forte:

PROPOSICAO 5. Sejam £ um alfabeto finito, M um mondide finito
aperiodico e y: £* - M um epzmorflsmo Para
todo subconjunto X de M, Xy~! é um subconjunto inteiro de T*.

“uc Ve, Ay od Adad

Se card M = 1,

’ ard
subconjunto s de M, temos:

(¢]
o



..‘___ PR

Ambos os subconjuntos de X* sdo inteiros, estabelecendo a base da
indugao.

No que segue, fixamos M e y como no enunciado, e adotamos a
seguinte hipotese de indugao:

HI:Sey :X% - M ¢

4
iva \4 “aiii

!/ I
um epimorfismo, M’ ¢ fini tv e aper
-1

nr
card M’ < card M ¢ X < M’', entao Xy’
Os Lemas 1, 2, 3 e 3’, a seguir, serdo demonstrados usando HI.

LEMA 1. Seja J um ideal bilateral de M e sejam € M\J. Se card J > 2,
entdo my~ ! e Jy~! sao inteiros.

LEMA 2. Para todo m em M, (MmM)y~! é inteiro.
LEMA 3. Para todo m em M, imM)y ! é inteiro.
LEMA 3'. Para todo m em M, (Mm)y~! é inteiro.

Adiamos a demonstragao dos lemas e prosseguimos com a prova
da Proposigao 5. Seja X = M. Como X ¢ finito e

Xy t= () m,

meX

basta mostrar que para todo m e M, my ™! é inteiro. De fato, pela

Proposi¢ao 4,

4 AV pPUSIyA

 p 4

my ! = [{(Mmn IM)\W ]y ' =[(Mm)y ' n (i‘ri/Vl)?“l]\(Wm‘}?—l). (1)

Pelos Lemas 3" e 3 (Mm)y ! e (mM)y ! sdo inteiros. Por outro lado,
pela Proposicdao 3, W, ¢ vazio ou é um ideal bilateral. No segundo
caso, pelo Exercicio 3,

’
w,= ) MmM,
m'eW,,
logo
b
I o..—1 __ [ (AL 7R 1
Way ' = (Mm' M)y
m'eW,,

Como W, € finito e pelo Lema 2 (Mm'M)y ™! ¢ inteiro para cada m’
em M, resulta que nos dois casos W,y ! ¢ inteiro. Pela formula (1),
my~! € um subconjunto inteiro de £* para todomem M. B



Demonstragdo do Lema 1. Seja ~ a relagdo de equivaléncia sobre M,

dada por:
m ~m, sse m =m, ou {m m,)cJ
1 2 1 2 L\ 1° 2) —
“Af! cnr\mp\n AI‘I\ —~ f’\ 1 310%a N I\l\.\h.“l‘lk\“l\:n o [»} ~s nn;n 244 A
Mostramos que ~ € uma congruéncia. De fato, sejam m, ,m,,m,€ M,

tais que m, ~ m,. Se m, = m, entdio mym, = m,m,. Se m ,m, eJ,
entdo mlm m,m, € J, Ja que J ¢ um 1deal bilateral. Assim m m
~ m,m,. Analogamente mm, ~ m,m,. Temos entdo

ard J) + 1 ard

utro lado, sendo fi: M > M/~ a p
um epimorfismo. Agora, para m¢J,
¢ portanto

my~t = mpp~iy"1 = (mp) ) .

Também J = JBB~ L, logo Jy ' = (JB) (yf)~'. O resultado segue
de HI, ja que M/~ ¢ aperiddico pela Proposi¢ao 1. m

Demonstracdo do Lema 2. Seja A = (MmM)y~'. Ja que MmM € um
idanl Lilntasal wacnilta ~Ana
1acal vliawClai, 1odUuila yu
A = X*4T* (2)

B = A\(Z*TAZ* U T*ATT*).

T={o,m,7)|o, e, mMeMecmy )tnB#*J}=
= {(o, t7,1) |0, T€X, teZ* € att € B}.
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Vamos mostrar que

= I*T T* U ( ) Z*o (m’y'l)r):"‘} 4)
(e.m’,t)eT
AN /
De fato, seja s € 4 e seja u um segmento de comprimento minimo
de s que também pertenca a 4. Entdou € B,ede (3),u # 1.Se|u| = 1,
entiou eX,es e I*L X* Se |u | > 1, sejam o, ¢ € 7, tais que u = otr.

Vem que (0,17, 7)e T e

Reciprocamente, £, < B < 4, logo, de (2),
T¥L I*  T¥4T* = 4

Por outro lado, seja

fay— 1 x
Se vem'y™! entio

(o, m

—
3 5’
A ¥
()
~—’
2

Isto prova (4).
1 z ,l' N I al
Mostramos agora, que para todo .»’ em M, tal que (o, mift) e T
para algum o, 1€X,

card W, :> 2. (5
De fato, seja (o, ty,7) € T com ott € B. Sejam

=1y, m;, =0y e m, = 1y,

Como ottre BS A = (MmM)y™ !, vem que (att)y e MmM, isto é,
mmm, e MmM. (6)

Por outro Ilado, como ot € B, resulta da construgio de B, que
agl, It & A looo

r— ‘l, A\I&U
’ !
mm' ¢ MmM e m'm,¢ MmM. W)
Suponhamos agora que mm' ¢ W, .. Resulta que m' = am, m'b
para algum a, b € M. Pela Proposigio 2, m' = am,m’, logo m'm, =
= am,m'm,. Ora, d (’), m m'm, e MmM, logo, sendo MmM um

ideal bilateral, m'm, € MmM. Isto contradiz (7), portanto

mmeW,.. (8)
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Pela Proposi¢io 3, W, é um ideal bilateral, logo
mmm,eW,.. 9)

Aggra (6) e ( {7\ garantem que m m # mm m (5\ segue de (8) ¢ 9).

......... 17’
-— ey L FEr At oo 18N\

Finalmente, esta claro que m’ ¢ w . Abblm, segue de (5) e do
Lema 1, que m'y ™! é inteiro, para cada m’ em M, tal que (g, m,t)eT
para algum o e Tem X. Como T'¢ finito, segue de (4), que 4 = (MmM)y~ 1
¢ um subconjunto inteiro de Z*. =

Demonstracdo do Lema 3. Seja A = (mM)y~'. Ja que mM ¢é um ideal
a direita, resulta que
A = AT*. (10)
Seja J o maior ideal bilateral contido em mM, ou (J se mM nao contém
ideais bilaterais. A existéncia de J é garantida, pois se J, € J, sdo ideais
bilaterais contidos em mM, entdo J, U J, também € um tal ideal. Seja
B = A\AXX*
Observamos que
B = {s € A | nenhum segmento inicial ¢ de s, t # s, pertence a A}.
Sejam
C=Jy1'e D=BC
Consideremos
T={m,o)|meM, ceZ ¢ (my )onD# D}
Vamos mostrar que
=Cu U (m'y " HoX*. (11)
(m',0)T
De fato, suponhamos que s € 4. Se s € C, ndo temos nada a mostrar,
caso contrario
s € A\C.
Seja u o segmento inicial de comprimento minimo de s que esta em A.
Por constr ucao de B u € B. Por outro ladg C = X*Cx*, l g0 ll¢ C

pois caso contrario teriamos se C. Assim, ue€ B\C = D. Se u=1,
entio 1 = uye Ay = mM. Vem que M = mM, logo J = M. Entao
ueJy~! = C, uma contradi¢do. Assim u # 1 € u = to para algum
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tem Z* e 0 em X. Resulta que (17, o) € T e s € (tyy ~!)oZ*. Recipro-
camente, ja que J S mM,

A

S (mM)y~* = A.

7, — 1

77
C=JUy

Por outro lado, seja (m’,c)e T e seja tem’y™ 1, tal que toce D < A.
Seja vem'y~!. Entdo (to)y = (va)y, logo ve € A. De (10),

(my oXi*c A

Isto prova (11).

A Agteamnge asnra 1o smarn tadA e/ arme A tal ~wvia () < =T
MiOoSramaos asula, \.luc Pala tUUVv 717t il v, 1 \.luc \’ t,U)cT 1

para algum ¢ em X,
card W, > 2 (12)

De fato, seja (ry,0) € T, com o € D. Sejam
m

Como tce D= A = (mM)y™!, vem que (tc)y € mM, isto é

m'm, e mM. (13)
Por outro lado, como t6 € D € B, resulta da construg¢do de B, que
té A= (mMy~ 1 logo ry¢ mM, isto é
r \ J 7 9 o i r e b b
m' ¢ mM. (14)
Suponhamos agora que m'm, ¢ W, .. Resulta que m' = am'm b
para algum a, b € M. Pela Proposi¢do 2, m' = m'mb. Como mM ¢
um ideal a direita, resulta de (13), que m' = m'm b e mM. Isto con-
tradiz (14), logo
4
mm eW,.. (15)
De (13) e (15):
w mM # (16)

Suponhamos agora, que W,, = mM. Pela Proposi¢io 3, W,,

¢ um ideal bilateral, segue portanto da construgdo de J, que w, < J.

Vem de (15), que m'm, € J e conseqiientemente to € C = . Isto
contradir a ecenlha A ¢+ nAartanta
WVULIl1AlllL a4 volvvuiliila JUL l, lJUl ralitv

wW,\mM # . (17)

Agora, (16) e (17) implicam (12).



Finalmente, como m’ ¢ W,,., segue de (12) e do Lema 1, que
(m'y~1)oX* ¢ inteiro para cada (m’,g) em 7. Como T € finito e C ¢
inteiro pelos Lemas 1 e 2, segue de (11) que 4 = (mM)y~! € um sub-

Nrarcsrromtn cemtace~ Ao v* -
\/UllJU IV MHIWILIU UC 4o . B
Observamos gue o Lema 3’ nrova-se de maneira analoea ao Lema 3
A \luv N Al WwAAAGE o/ y‘ W VA U W Wil 4 ull“lvbu AN/ AJWARAN o/

Estamos prontos para mostrar o Teorema

Demonstragdo do Teorema 1. Suponhamos que o mon('nde smtatnco
AMd de 4 &

V1 4 uv A1 v imi
Ay o SV ak | W 4

o morfismo sintatico de 4. Segue da defini¢do da congruéncia sintatica,
que para s ¢ t em X*

se sy =1y entdo s€ 4 sse t€ A.

Em outras palavras, Ayy ! = 4. Aplicando-se a Proposigdo 5 para
Ay € M, resulta que 4 ¢ um subconjunto inteiro de T*.
Recinrocamente, seja A um subconjunto inteiro de X£*, devemos
nnnnnnnnn 1 V4 finito e aperiddico. De fato. segue do Corolario II ‘i
lllUbllal Yyuv IVIA C HIHW C apuliVUuiLu. DU 1aty, stguv Q0 LOroidario 11.

que
Int £ < Rac X.

Assim, pelo Teorema de Kleene e a Proposigdo I1.9, o monodide sin-
tatico M, de A ¢ finito. Para mostrar que M, € aperiddico, consi-

o | — - ) P, e € kN

eremos 0 seguinte subconjunto de p(Z*):

# = {Rc I* | My é aperiodico}.

c

E facil verificaraue & 1 e g nara a em ¥ nertencem a % Por outro
E facil verificar que ¢, 1 e g, para ¢ em X, pertencem a % . Por outro
lado, vamos mostrar que % ¢ fechado sob unido, concatenagao
comnlementacio Seone entino da definicio de Int ¥ aue
vvaanynvnnavnntuvuv uvbuv WALV A S 2 uvnlallyuv - Arev -’ ‘l“v
Int ¥ c %.

Assim fica provada a parte ‘“‘somente se”” do Teorema 1.

Doro m ff’)“‘ MNIO @. A pﬂ{"l‘l')f‘l\ cr\"\ nnmn]nmnnfor\an n"\cnﬂ:f)mnc

A QA1Qy 11 oLi Qi \iu\/ -7 Vv IVVIIQAUIUVU OV UV :\uuyl\auvutuyuv, VUV YQ111V0
que M, = Mz. Assim Re % implica Re .

Para mostrar que & ¢ fechado sob unido e concatenagao, sejam
Re Sem # esem X* Por hipotese, existem naturais n € m, tais que

s"

s""1 (mod R) e s" = "1 (mod S).

(39424
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O~

Definindo p = max {n, m} é imediato que

N A .
Resulta da defini¢do de congruéncia sintatica, que
o
JS)

Assim R U S também pertence a #. Definimos agorag =n+ m + 1.
Sejam u € v em I*, tais que

us?v € RS.
Existem entao ¢, 1, €X* tais que
uslv=1t,, t,eR e t,€S.
o de ¢, que, para um w conveniente em ¥,
I, = us"w ou t, = ws™.
Assim, us""'we R ou ws"* v e S; em qualquer caso
us?*1y e RS.
NoOarMmanta adt 1., -~ DC .'__.A
ogamente, us V E RO IIT p ca que us’v € RS. Portanto

= s"! (mod RS),

%

€ RS tambeém pertence a %. Isto completa a demonstragio do Teo-
rema 1. @

4.  Um exemplo

Vamos aplicar o procedimento da Proposicio 5, para obter uma
expressdo inteira que prove que -

’

€ um subconjunto inteiro de T* (T
ja apresentamos uma tal expressdo.
A Figura 1 mostra um autémato deterministico .o/ que reconhece

{a, 7}). Note que na Secdo 1

-
Cb
[

o

oan

A e a Figura 2 representa o monéide M,, = M do au to ..
vamos que M € isomorfo ao mondide sintatico de 4, mas ndo vamos
precisar deste fato. Os elementos de M sio

{a,b,c,d e f, g, hijk, €, mn p),



p=(4444) |

Jer

Figura 2 — O mondide M = M_, do autdmato 2.
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o
/ / N 0
| / s AN
/ el AN
A ) 0,7
o
AW N\
A
)
Figura 1 — Autdmato &/que reconhece A.
|
) Y
0 1A T
- a = (1254) >
o T
<« b= (2414 ¢ = (3144) -
TY AOC TA YO
f=@424) |, ld=(1434) e=(1244) — g = (4344)
TY ACQ TY Yo TA Yo
T T
k = (4414) h=(3444) 1 i=(1444) [T 1j=(2244) Q= (4144)
0 o |
Ty A O T A Yo
m = (4434) \ / n=(4244)
N\ /S
ANERN \ / /
AN \7 Oy /S /S
NON\o /S
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sendo a a identidade de M e p o seu zero. Na Figura 2, a notagdo x =
= (n ,n,n,n,) indica que o elemento x de M é a fungdo P — P queleva i
n,(i=1,2,3,4). Para cada s em Z‘.*, s = x sse na Figura 2, a

news s D
. K

(ot)a = d, (tot)a = ¢ e (otT0T)00 = A.

A multiplicagdo em M € obtida assim: sendo x € y elementos em M,
sejam s e f em L*, tais que sx = x € ta = y. Resulta que (st)a =
= (sa) (ta) = xy. Por exemplo: dc = h.

ALY

Ideais Principais 4 Direita

x xM
i 1%y Uy, $ Gy © 3 By 18y 8y Jy Ny Uy IT8y I8y Py
b’d {b’dyf’h9l]9k m9p}
c, e {c,e,g h,ij ¢, n, p}
sk, m {f, k, m, p}
g t.n {g, ¢, n, p}
h, i,j {h, i, j, p}
p {r}
Ideais Principais & Esquerda
X Mx
“ 1“, U, L’ “’ ‘,1,6, Il’ I,J’ "1,‘, 'Il, 'l,}l"
b’e {b’ e,f’ i’j’ "ia ’p}
c’d {c’ d’g,h, i’ k,{, ’p}
f’j’n {f’j’ n’p}
g hm {g, h, m, p}
i, k’{ {19 k’ {,P}
p {p}
Ideais Principais nuaterais
x MxM
a !abcde,c.hl,kf... p)
’ ’ ’ ’ vy ’ ’ v b vy )
b,(’f,d,é 10,(, u,e,j,g,n, ,_[, ,c,“ i‘p}
f,&hij, k¢, mn |{f ghijk, € mn,p}
P {p}

Figura 3 — Ideais principais em M.
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Deixamos ao leitor a verificagdo de que para todo x em M, x3 = x4,

portanto M é aperiddico. A Figura 3 mostra os ideais principais ge-
rados pelos elementos de M.

. ~ A svvnefioasmen~n A~ - p-3 Py iy
Sendo a: £* - M o morfismo do autéomato A, t

A={ad e i}a"t

Aplicando o Lema 1 para o ideal bilateral: {f.g,h,i,j,k, €, m,
n, p}, obtemos expressdes inteiras B, C, D e E, tais que

ae”! =1, ba™! = g(10)* = B, ca”! = 1(67)* = C,
do"! = ogt(07)* =D e ea”! = 10(t0)* = E.

Deixamos como exercicio a obtengdo destas expressdes.

Para obter uma expressio inteira para A, basta agora calcular
ia"1. Pela Proposicio 4, é suficiente calcular

"l — ™
"i\.& _P“
€ teremos
" = (M)a™! n (iM)a " )\Wa 1,

Para calcularmos W,a ™! = pa~! aplicamos o Lema 2. Temos X, =4,

=Y

-

T = {(o, b, 0), (1, ¢, 1)}.
Assim,
Wa ! = pa~! = Z*¢ (ba " })oZ* U Z¥1(ca” 1)1Z*.
Para calcularmos (iM)a ™!, aplicamos o Lema 3. Temos
J=1{p} e T={d 1), (e, 0)}
Assim,
(iM)a™ ! = pa™t U (do 1)1Z* U (ea” 1)oZ*.

Para calcular (Mi)a™!, aplicamos o Lema 3’. O maior ideal bilateral
contido em Mi ¢ {p} e resulta que

J={p} e T={(o,d), (z,e)}.

Mi)a™! = pa™! U Z*(da™ ') U Z*1 (e ).

Finalmente, usando as expressdes B, C, D e E, e colocando I* =
= J = I, obtém-se, apds algumas simplificacdes evidentes

11114V waiteS
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A=ax 'ude luver luin™ ! =
vDuEUI|[(eD v ItE) n (DtI v EeD)\(IoBol L It CrI)

mnAam car AhtidAc o
PUU 111 OVl VUUUUUd a

ondente é incomodo, po

EXERCICIOS

im subconjunto inteiro de X*

VIR LEL 1

{—

. Mostre que (60)* ndo é

2. Seja M um monoide finito. Mostre que M ¢é aperiédico sse todo
grup em M é trivial. Mostre que esta afirmag¢do nio € verdadeira
M for infinito.

N
!IJ

--. -vv

dea! bilateral do mondide M ; entdo 1 U J é um submo-

Seja J u
noide de
Unido de 1deais ¢ um ideal do mesmo tipo.

Intersecgdo ndo vazia de ideais é um ideal do mesmo tipo.
Todo ideal J € a unido dos ideais principais do mesmo tipo, gerados
pelos elementos de J. Por exemplo,

Mostre 0 Lema 3’

6. Um monoide M ¢é idempotente sse para todo m em M, m = m?.
Mostre que todo monodide idempotente, finitamente gerado, ¢
finito (vide [26] ou [42]).

7. Mostre que para cada subconjunto raczonal A de T* ex1ste um

)
]

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Conjuntos inteiros foram introduzidos por Trakhtenbrot [118]
,...A..A.‘_o......,‘_.a.‘ emmze AL AT - La___ 791 N T, 1 7 1_nA M
< xuucpcuucutc ICIC por viciNnaugnion |/3]. U i1éorema 1 € ac M. r.
Schiitzenberger [107], [108]. A demonstragdo apresentada é baseada

no trabalho original de Schiitzenberger.
Um estudo mais detalhado de conjuntos inteiros pode ser en-
contrado nos livros de McNaughton e Papert [75] e de Eilenberg [26].






