CAPITULO 11

CONJUNTOS RACIONAIS E
O TEOREMA DE KLEENE

Um autoémato finito o/ (ou simplesmente autémato /) consiste de:

um conjunto finito Q de elementos chamados estados,
um alfabeto finito X,

tados iniciais,
um subconjunto F de Q, cujos elementos sdo chamados de es-
tados finais.

O autémato acima sera denotado por & = (0, X, «, 1, F).
De acordo com a Pronosi ﬁv 1.4, o tem uma Unica extensio a
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um morfismo

X* > Rel Q,
que também serd denotada por «. Resulta que la = 1,. Ademais,
dada a palavra s
§=0,0,..0, (0,eX, i=1,2,...,n),
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Passamos a dar uma descri¢do combinatéria de automatos, bem
como das relagdes sa. Definimos inicialmente o conjunto E de arestas



do autéomato &, como sendo o subconjunto de 0 x X x Q; dado por 7

E=1{(@4,0,9)eQ xZ x Q|(g,q)€oa}.

Este conceito sugere uma representagdo grafica de automatos. Cada
estado € representado por um pequeno circulo. Uma flecha en ntrand
em (saindo de) um estado, indica que este € um estado inicial (final).
Para cada aresta (g, g, ¢') de & desenha-se uma flecha rotulada o,
saindo de g e entrando em ¢'. Na Figura 1 damos um exemplo, onde,
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Figura i — Um aut6maio #.

Um passeio ¢ em & é uma seqiiéncia finita de arestas, da forma

¢=1(4,0,,9,)4,,6,,9,) ... (¢s-;, 0., G;) (n=>1).

Dizemas aue g & a aricem e a o término do nasseio ¢ O rétulo ol
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do passeio ¢ € a palavra de Z* dada por

lc| =0,0,...0,
Definimos também, para cada estado g de A o passeio degenerado
1,, que tem origem € término em g € ndo contém arestas. Por defi-
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primento do passeio degenerado € zero. Observe que o comprimento
de um passeio ¢ € igual ao comprimento de seu roétulo |c|, isto € o
comprimento de ¢ é dado por ||c||- Sendo ¢ um pas asseio com origen

g, término ¢’ e rotulo s, as seguintes nota¢des serdo utilizadas:

=

4 ’ c 14 ’
¢c:q—4q,49—4q9, 4q—>4q €c.q—(q.
Em particular, uma aresta (q, o, ¢'), podera também ser denotada por

a
qg—9q.

Dados passeios ¢, e 22

€, -4, 24, €¢, .4, >4q,,



tais que o término de ¢, é igual & origem de c,, definimos o seu produto

' ¢ )
€6, -4, =4, =45,

obtido por ¢ ncatenac do. Esta claro que o produto de passeios
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(c,c.)e; = ¢,(c,cy),

dado que os produtos c,c, € c,c, podem ser efetuados. Ademais, para
J -OIml Of ge y4 € lCl'IIllIlU q,
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Temos também que:

leiex| = le)| ;] e |lese, || = e, ]| + [le, .

Para efeito de ilustragdo, consideremos os passeios ¢, € ¢, no

autOmato « da Figura 1:
¢, =(4,,0,49,)4,,7.9,) (4,,0,9,)
e ¢, =104,,0,49,)4,,7.4,) 4,,0,9,).
Temos que |c,| = |c,| = a10, ||c,|| = ||c,|| = 3 € o passeio
€6 -4, 749,

¢ dado por
CiC - (qi g qi)(qi 5 Ty qi)(ql 5 0,5 qi)(qi s 0, qi)(qi‘s T, qi)(ql s O, 42)9
seu rétulo € | c,c, | = 610070, € seu comprimento € || ¢, || =6

A proposi¢do a seguir caracteriza as relagdes sa em termos de
passeios:

g ALY =3 ¥ = 7
palavra s em X* e estados q e q', (q, q' ) pertence
a so sse existe em & um passeio ¢ com origem q, término q' e rotulo

s. Em simbolos,

PROPOSICAO 1. . Seja of = (Q, X, a, I, F) um autémato. Para toda

o i s
(g, q') € sa sse existe ¢ :q — q'.

Demonstragdo. Procedemos por indugao sobre o comprimento da pa-
lavra s em Z*. Se |s| =0, entdo s=1 e sa = I,.
Por outro lado, os passeios com rétulo s = 1 sdo todos degenerados.



1
c:q—¢q
sse ¢ = ¢’ sse (¢, g') € 1, = sa. Supondo agora que |s| > 1, existem
tem X* e 0 em X, tais que s = to. Entdo, as afirmacgoes segulmes

sdo equivalentes:
(1) (¢, q') € sa.
(i) existe re Q, tal que (¢, r)eta e (r,q’) € oa.

t c
(iii) existem r e O, e passeios ¢, : ¢ P rec,.r—gq.
(iv) existe em &/ um passeio ¢ :q —q'.

De fato, a sendo
valéncia de (i) e (i1) s

morfismo, sa = (to)x = (to) (oa), logo a equi-
segue da deﬁmcao de composu;ao de relagoes.

s:
VB

Agora, (i1) e (iii) sdo equivalentes pela hipotese da indugdo ¢ a obser-
vagio de que (r, ¢') € oa sse (r, g, ¢') € uma aresta de d Finalmente,
se (iii) estiver satisfeita, entdo o passeio ¢ = c,c, tem rotulo |¢|=to =5,

logo c¢ satisfaz (iv). Reciprocamente, se (iv) estiver satlsfelta, entdo
o passeio ¢ tem rotulo s = tg, logo ele admite uma fatoragdo

ara 5 m r €m g Assim, (un) €s8id sa
(v) completa a demonstragdo. m

|| = {seZ*|I(st) " F

Em vista da Proposi¢do 1, esta claro que

r } . : . S £

~

| | = {seZ*| existem i€, fe F, e um passeio c:i > f}.
Dizemos que || é o comportamento de o, e também que & reco-

nhece |/ |. Um subconjunto 4 de X* é reconhecivel se A for o com-
portamento de algum autdmato, isto é, 4 = | | para algum aut6-
mato /. Denotamos o conjunto dos subconjuntos reconheciveis de

Tk _ ..
2"~ por

de
U o ) W WAIl1UWw1AL \-l“
4

Rec X.
No caso do autéomato da Figura 1,

|| = (6 U 1)*0,
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portanto o conjunto (¢ U 1)*0 é reconhecivel. Deixamos ao leitor a
construgdo de autdmatos que reconhecem os conjuntos &, X* 1 e
o (para o€ X).

Um autébmato & = (Q, I, a, I, F) & deterministico se card I = 1
e para todo ¢ em X, a relagio gx é uma fungdo. Neste caso o é uma
funcdo
a:X - Fun Q

€ sua extensio é um morfismo

Assim, se i for o estado inicial do autdmato deterministico &, entdo
O seu comportamento pode também ser expresso por

1| | «/ \ b )

| | = {s€Z*|i(sa) € F}.

Por outro lado, pela Proposicio 1, um autémato & = (Q, X, «, i, F),
onde i representa o estado inicial, é deterministico sse para cada par
(9, 5) em Q x X* existe exatamente um passeio em .o/ com origem
em g e com rotulo s. A Figura 2 mostra um autdémato deterministico
#. Deixamos ao leitor a verificagdo de que o comportamento de #

14 ’
também ¢ (o0 U 1)*0.

Or
O
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Figura 2 — Um autémato deterministico.

Um subconjunto # de p(Z*) ¢ racionalmente fechado se & e 1

—

pertencem a ¥ € se para todo 4 e A" em %,
AU A, AA e A*

também pertencem a % . E facil ver que a intersecgao de subconjuntos
racionalmente fechados de p(Z*) também ¢ racionalmente fechada.
Denotamos por

Rac
0 menor subconjunto racionalmente fechado de p(Z*) que contém

0s conjuntos unitarios g, para todo ¢ em X. Os elementos de Rac T
sao chamados de subconjuntos racionais de X*.
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Alguns exemplos de subconjuntos racionais de X* sdo
X* = (0 U T)*, (0 U )%, (0T U 10)* € (00)*.

Note que os elementos de Rac X 5 aqueles subconjuntos de X*

rti
quc pudem SEr ubtxduo a pari

um numero finito de vezes as operacoes de unido, concatenagio e

Py

A VEL I Y
Os conjuntos unitarios g, utiiizanao-se

O Teorema de Kleene, que demonstramos a seguir, afirma que
para todo alfabeto finito Z,

2.  Operaces sobre conjuntos reconheciveis

Tendo em vista a verificagdo da inclusdio Rac £ = Rec X, mos-
tramos nesta se¢do que Rec ¥ € fechado sob varias operagdes. Nos
exercicios indicamos outras prooriedades de fecho de Rec X.
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PROPOSICAO 2. Todo subconjunto reconhecivel de T* é o compor-
tamento de um automato deterministico.

Demonstragdo. Sejam A em Rec X e of = (0, X, a, I, F) um autébmato
O necessariamente determmmtmn\ que reconhece

E imediato que o autdmato & ¢é deterministico. Por outro lado, mos-
tra-se, por indu¢do no comprimento de s em £*, que para todo P < Q,

Assim,
se|lo| sse Isa)nF# @ sse Isa)=1IsP)eG sse se|R|
Logo, |#|=|#|=A4. m



A construgdo da Proposi¢do 2 é chamada de construgdo dos sub-
conjuntos. Na Figura 3 indicamos o autémato deterministico obtido
a partir do autémato da Figura 1 através desta construgio.
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Figura 3 — Exemplo para a construgio dos subconjuntos.

Pa_[a A 2*, denntzmnc or 4_ O complement

A < X* denotamos por A o complemento de A em X*, isto é
A= 2*\A4
COROLARIO 1. Rec X é fechado sob complementagéo.
Demonstracdo. Seja A em Rec X e seja of = (O, %, a, i, F) um auté-
mato deterministico, que reconhece 4. Definimos

Segue que
B8] =Z*\| | =

(Note que a demonstragido ndo é valida se .« nio for um autémato
deterministico!) m

PROPOSICAO 3. Rec T é fechado sob unido.
Uemonstracao Sejam A; em Rec X e &= (0;, %, a;, I;, F,;) autdbma-

tos tais que | ;| = A,, para i = 1,2. Sem perda de ge-
neralidade, podemos supor que 0, n 0, = &. Definimos
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COROLARIO 2. Rec X ¢ fechado sob intersec¢do e sob complemen-
tagcdo relativa.

o
m Rec X. Entdo

4 — 4 A 1 4\ 4 _ P e
A NnA,=A, UA, e A\A, =4, N A,.

O resultado segue do Corolario 1 e da Proposigio 3. ®
PROPOSICAO 4. Rec T é fechado sob concatenagdo.

Demonstragdo. Sejam A, € A, em RecZesejam s/, = (Q,, X, « w1 F)
autématos tais que

|, |=4,,|,|=4,¢ 0,00, =.

=1 P-4 7~

B = (Q1 UQz’Z’ﬂ’I’FZ)’

Iﬁi se [ nF, =0

~
Il

)
L11U12 se I, nF, # &,

e, para todo ¢ em X,

of = oa, v oa, U {{q,,q9,)€0, xQ,lq,(0a)NF, #Feq,el}.
Observe que se E, e E, sdo os conjuntos de arestas de o, e, res-
pectivamente, entdo o conjunto E de arestas de # ¢ dado por

0,4,)€0, x £ x Q, | g, €1, eexistem
f'le(n g f'\c:F.'l.

TN\7113YVyIJ -1

S,
m *

PROPOSICAO 5. Rec X é fechado sob estrela.

Demonstragdo. Seja A em Rec Z, e seja & = (Q, X, a, I, F), um autd-
mato que reconhece 4. Seja p um estado que ndo
pertence a Q. Definimos
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onde para todo ¢ em X

of =X,uoau{(pgep x Q|gellon)} v
v{@.peQ x plgo) n F # ),
com
(& se o) nF=(
Xd:t

oo ]
=
(@]
I
)
(oN

Eg=E_ u{(p,0,9)ep x T x Q|existemiele(i,0,q)e E,} U
{(g,0,p)€Q x T x p|existemfe Fe(q,0,/)eE,} U
U {(p,0,p)ep x T x p|existemiel,fe Fe(i,0,f)eE,}.

Mais uma vez deixamos ao leitor a verificagio de que
|B|=|A|*=4* =

Na Figura 4 sdo apresentados exemplos das construgdes das Pro-
posicoes 3, 4 e 5.

Y
JZ{Q: /F\ g
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e@z:
,’@3:
Figura 4 — Exemplos das construgdes !Q 1! = !.,Q/ 1 !u !,521 2!
'l | — | g vV 72 | algs | _ |V .7 |x%x
[ # | = [ 1 ] C I H = 155, ]

3. Sistemas de equacdes lineares

Tendo em vista a veri : |
damos nesta secdo sistemas de equagdes lineares, cujos coeficiente
e incognitas sdo subconjuntos de X*. Mais precisamente, dados um

natural n > 1 e subconjuntos de X*

.. estu-
, €St

A

E;; e T, para 1 <i,j<n,

e

X,=T,u |JE X, (i=1,2,...,n). (D

Mostraremos que sob certas condi¢des o sistema (1) admite uma
tnica solugdo que é constituida de subconjuntos racionais de X*.
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PROPOSICAO 6. Se 1 ¢ E;;, para 1 < i,j < n, entdo o sistema (1)
admite no mdximo uma solugdo.

Demonstracao. Suponham-s que os subconjuntos X,,... X, e
Y, ..., Y, de £* sdo solugdes de (I). Mostramos por

, para s e X* que

seX;sseseY, (i=12,...,n).

indugdo em |s

o,se|s|=0,entdo s = 1 e como I ¢ E;; por hipétese, resulta

leX;sse 1eT;sse leY;, (i=1,2,...,n).

4

Seja entdo s em X*, tal que |s| > 0, e suponhamos que s € X,. Re-

ulta de (1), que

Se se T,, entdo

SET‘U UEIJY]= Yl"

E
\

um j, 1 <j<n, se E;;X;. Assim, existem
= 5. Por hipétese 1 ¢ E;, logo |1, |> 0.
s|, e pela hipotese da indugdo, t,eY;.

N

Segue que

™l v v
1;9 UL,-J-— I,

In

Em ambos os casos, s € Y;. Argumento simétrico mostra que se s € Y,
entdo se X;. Logo, Xl = Y,, parai=1,2,....n. =

'-a

PROPOSICAO 7. O sistema (1) tem pelo meno
ije T, (1 <1, j<n) sdo subconjuntos
racionais de X*, entdo o sistema (1) tem uma solugdo X; (1 < i < n),
constituida de subconjuntos racionais de T*.

ma solucdo. Além
1

disso, se E

Demonstragao. Procedemos por indugdo em n. Se n = 1, a equagio
X, =T, UFE X,
i 1 11 1

admite a solugdo
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De fato, usando a identidade £%, = 1 U E | ET,, obtemos

11°
X,=E}\T,=0vEE)T, =T VvE ENT, =T v E X,

Além disso, se E,, € T, sdo racionais, E%,

1
X 1 s |
e 2> Va - - N NAneacsAAarasa Qs

mos entao que n > 1, ¢ Consiacrémos o sistema abaixo de n 1
equagoes :
n-1
4 i
X.=T.U.UE,-,-X,- l1<i<n-1), 2)
i=
onde
!
E,;,=E;UEENE,; (1<ij<n-—1), 3)
4
€ T;=T,0EELT, (1<i<n-—1). (4)
Pela hipotese da indugio, o sistema (2) tem uma solugdo X; (1<i<n—1)

Os X, (1 < i < n) assim obtidos satisfazem (1). De fato, para
l<i<n-1,

’ . ’ _
J=1
n—1
- 7T , F T | . ' =
=4V Ly g Yoy {E”'\_/ EcnﬂnEnj)“J =
J=1
n—1 n—1
== Tiu . EinjUEinE:n T"U E"ij -
1= 1 1=1
J i . \ v a /
l’ll
=T, v |) E X

Temos ainda, colocando E* =1 u E, EY,

/ a1 N\
Y — I /"’ | Il ) v \ _
Ap = Ly, | 1,V LA =
\ i=1
n—1
= (1 UE""E:"); T, v U Eanj =

J=
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N)
F-y
(/]

n—1 n—1
=T,u |J EX;UE.EL (T, 0 | EX;| =
j=1 i=1
_’r'ullr v

=1, y

Alem disso, se E;; e T; (1 <i,j < n) sdo racionais, resulta de (3) e
(4) que Ej; e T; (1 < i,j < n — 1) também sio racionais. Pela hipo-
tese da indugdo, (2) tem uma solugdo X; (I < i < n — 1), que é cons-
tituida de subconjuntos racionais de 2* Vem de (5) que neste caso

A V4 LA

A, € racional também. ]

Observamos que a solugdo obtida na proposigdo acima, pode
também ser obtida do seguinte modo. Reescrevemos a n-ésima equa-
¢do de (1):

/f I N\

s m | | ol -r le ol [ ol -r — -r £\

Ap= 1,0 UE A= 4,0 U Enjdj| U Eppdy,. \0)
N

Pela formula obtida na base da mducao (5) pode ser considerada uma

solu¢do formal de (6). Substituindo (5) nas n — 1 primeiras equa-

gqes de ( 1), obtem se exatamente o sistema (2).

PROPOSICAO 8. Se Ej;eT, (1 <ij<n)sdo subconjuntos racio-

nais de 2* tais que 1 ¢ E;; (1 < i,j<n), entao

o sistema (1) tem uma unica solu¢io X; (1 < i < n).
co

tuida de subconjuntos racionais de T*.

4. O Teorema de Kleene

— 1 ) /4

Estamos agora prontos para provar o Teorema de Kleene, isto
¢ a igualdade dos conjuntos Rec X e Rac Z.

TEOREMA 1 (Kleene). Para todo alfabeto finito X,
Rec ¥ = Rac X.
Demonstracdo. As Proposigdes 3, 4 € 5 mostram que Rec X ¢ fecha-

do sob unido, concatenagio e estrela. Por outro lado,
&, 1 e 0 € £ sdo reconheciveis, logo Rec £ ¢ um subconjunto racio-
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nalmente fechado de p(Z*) que contém os conjuntos unitarios ¢ para
todo o € . Segue da definicdo de Rac X, que

D% D_ .
nac 4 nec 4.

In

Para mostrar a inclusio reciproca, seja 4 € Rec X, e seja
A =(Q,%,a, I, F) um autémato que reconhece A. Sejam n = card Q

€q,,9,, ---, 4, uma enumeragdo arbitraria dos elementos de Q. De-
finimos::
"di_(Qsiaasq;‘s}?) (ISlSn).
:“/i={""""i| (1555"),
Eij={0eX|q;eqon)} (1 <ij<n),
1 se g;e F
€ T, = (1<i<n
[ se q ¢ F
Os conjuntos acima satisfazem as identidades
n
j=1
De .:;.to,
Xi=|o|={seZ*|qls0)n F # &} =
=T, u{seZ*| |s|=21egqsa)nF#J} =
=T, {ceX|q;eq aa)}{teZ*|tha)mF;éQ}
lnl
=T,0 |J E;X;.
ji=1

Ora, T, (1 < i < n) é racional, ¢ como X ¢ finito eE;cX E;
< i,j < n) € racional também. Ademais, 1¢ E;;, logo, pela Pro-

p sicdo 8, o sistema (1) admite uma unica solucdo, e esta é constl-
t -

1t da Ao ciilhnnmiiintac taniATmae A..,J.. ~o
iaa ac DUUL«UIIJ UIILUD ldblUlldlb UC L . \.«Ul Cluimos

para 1 < i < n. Finalmente,

A=|Ml={se2*|1(sa)nF;éQ'}# {s€X*|q(s0) " F# )= UX

a el q el
T i 11

Isto estabelece o Teorema de Kleene.
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COROLARIO 3. Rac T é fechado sob complementagdo.

Demonstra¢do. Segue do Teorema de Kleene e do Corolario 1. m

Observamos que o Corolario 3 é um resultado algébrico sobre

m conjunto (Rac X) definido algebricamente. A sua demonstragio

porém, exige toda a for¢a do Teorema de Kleene. Em outras palavras,
para provar o Corolario 3, tornou-se necessario introduzir o conceito
de automato' De fato, nio conhecemos demonstragdo deste resultado

are +A t {
ize autématos (ou algo equivalente).

€

Figura 5.

Figura 5§ — Um exemplo.

Resulta o seguinte sistema de 3 equagées:

X, =o0X,
X,=0X vdX,
X,=1u1X U (o uX,.

Resolvendo a terceira equagdo em X,, obtemos:
— *
= (e v 1)*(1 U X))
Substituindo X, na segunda equagdo, obtemos:

v o el
AZ—O\OUT.) uloualou

Substituindo X, na primeira equagido, obtemos:

X, =00(0 v )*ualoualouT)*T)X,.
Resolvendo a ultima equagdo em X,, obtemos:
| P v oo _( JAY "JAN | ISy S \*
| & | =X, =|olcvolocuT) 1) 00(0UT)

Em geral, existem varias expressdes denotando o mesmo subcon-
junto racional de £*. Algumas podem ser obtidas mudando-se a enu-
meracdo dos estados do autémato e aplicando-se o algoritmo do



Teorema de Kleene. No caso do autdmato da Figura 5, deixamos
ao leitcr a verificagio de que

b. Mondide de um autémato
e 0 mondide sintatico

dec e M a rada antAmatn
WD

“e IV‘d w 4 ‘A a4 VGG aulviiialvwyw

No aue geo
A YW - U\leu

qu
&/ e a cada subconjunto 4 de X*. Estes monoides tém um papel fun-
damental, pois permitem tratar varios problemas em termos algé-
bricos, utilizando a teoria dos semigrupos. No capitulo seguinte re-
solvemos um problema com estas caracteristicas.

Seja & = (Q, X, a, I, F) um autémato. Entido
o :X* > Rel Q

ass e

¢ um morfismo. A imagem Z*a de * por « é um submonéide de Rel Q,
chamado de mondide de o/, e denotado por M,,. Assim, o pode tam-

4 o Poy £ cana
bém ser

isto0 COmo um epimoriismo

<l

a:X¥ > M,.

Como Q ¢ um conjunto finito, Re/ Q é finito também, portanto o mo-
noide M, de um autémato & € um monoide finito.

No caso particular em que &/ ¢ deterministico, 0 mondide M,
de o/ é um S"bﬁornéide de Fun Q.
: .
Seja A subcor _Jlu 1to de X*, Dlz-se que palavras s, e 5, em
X* sdo congruentes odulo A e escreve-
s, =5, (mod A)
sse
para todou, vem X* us ve 4 sse us,ve A. (D

Em outras palavras, s, € s, sio congruentes modulo 4 sse em qual-
quer contexto (u, v), s, € s, podem ser trocados um pelo outro, sem
alterar a pertinéncia a A das palavras em questio. Esta claro que a
elacdo acima é de equivaléncia sobre X*. Mais aind

wAlYESY Gzl >~ .

ela ¢ uma re-

lagdo de congruéncia, pois se s, = s, (mod A) e teX*, entio (1)
implica que

)

ara todo u, vem X* us_tve A sse us. tv e A,
1 2
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isto €, s,t = s5,t (mod A). Analogamente ts, = ts, (mod A). O mo-
noide quociente de £* por = (mod A) é chamado de mondide sintdtico
de A e é denotado por M,. A projegio candnica

y:Z* > M,

¢ chamada de morfismo sintdtico de A. ‘
Observamos que se 5,7 =5, isto € 5, =5, (mod A), entdo
s, €A sse 5,€ A. Assim,

"o e nA
A9 8

Pala tU 2* ogQ oamy — 1

A
5 € A S8€ §YY

In

A (7
O sém A. <)

Note que os conceitos acima aplicam-se a qualquer subconjunto

de Z*. A proposigdo seguinte, que caracteriza Rec X, é o elo de li-
gagdo entre as teorias dos automatos e dos semigrupos.

PROPOSICAQ 9. Um subconjunto A de £* é reconhecivel sse o mo-
noide sintdtico M, de A é finito.

i

Demonstragdo. Seja o = (Q, Z, a, I, F) um autdmato que reconhece
o conjunto reconhecivel 4. Consideremos o morfismo

aX* > M, e seja y:Z* > M, o morfismo sintatico de A (veja
p"n]"‘ﬂ ‘\
P xsuxa U}.
!
* -
z > M,
ol e
l g
l e
\ /
My
Fioura 6
Figura 6
Mostramos inicialmente que aa™! = yy~!. Para tanto, basta provar
que para todo s,,s, € I*,

s,a = s, implica que s, = s, (mod A).

De fato, sejam u, v em T*. Como s, = 5,0, resulta que

(us,v)a = (ua)(s,o) (va) = (ua) (s,0) (va) = (us,v)e.
Em particular:

I((us,v)a) = I((us,v)a),



logo
us,ve A sse us,v e A.

Assim,
s, (mod

Ry
3 2 moa A

I

Pela Proposicdo 1.3 existe um epimorﬁsmo g M, - M, ja quey
€ um epnmorﬁsmo Como M - ¢ finito, M, é ﬁmto tambem

o morfismo sintatico de 4. Seja & = (M, X, a, 1y, F) um autémato
deterministico, onde

e para me M, e 6 € X, a imagem de m por oo ¢ dado por

m(oca) = m -« (07).
(Note que no lado direito, o ponto indica multiplicagdo em M,.) E
imediato verificar, que para todo s em X*

Terminamos esta secio com uma observagdo. Nao apresentamos
neste livro ferramentas suficientes para computar o monoide sinta-
tico de um subconjunto reconhecivel A de X*. Isto pode ser feito,

[ PO W PR [ D ey PRy

....I —~ ~naib A ~ s A= 1
anao o automato lCUULlUU, que ICLUIIIICLC /i

412
Ullll,

EXERCICIOS

itos Q, X, E, I e F, tais que I, F

E 2 x @, mostre que existe um unico automato
o = (0, X, a, I, F) cujo conjunto de arestas € E.

2. Complete as demonstragdes das Proposi¢cdes 4 € S.

1. Dados conjuntos Qe

, N



3.

o0

y::

10.

LD mtme Bt

Dé um exemplo de um autémato & = (Q, I, a, I, F), tal que
o | #|B|, onde Z = (Q,Z,a,l Q\F).

para algum automato d}.

Sejam o ;=(Q;, L, a;,i,, F;) autOmatos deterministicos para j =1, 2.

O produto direto of |, x o, de o, e o/, é o autdbmato

o, xd,=(0, x0,,Z,0a,l(,i), F, x F,),
onde para todo par (¢9,,9,) em @O, x @,,
4, 9,)(0x) = (q,(00,), g, (0a,)).
Mostre que | o/, x &, | = |, ||/, |. Mostre que substi-

tinndon 0S pcfndn inaiec F  w p de nl v o noar coanmntac
1833341010 CSwallls ifals J A7, G &, X &, pOI CONjunos

convenientes, obtém-se autématos com comportamento

—

|d1|u|d 1|\|d2|e'd1|@|d|
Generallze a construgdo do produto direto para automatos em
ral, de forma que a igualdade |/, x o, |= |, |n |, |
contmue valida. Mostre que sub‘tit‘uiﬁdo "on‘v‘niente“‘e“‘e oS €es-
tados finais de .« o/, obtém-se um autémato 4, tal que

_IX

|#B|<c |, |v|A,|. Déum exemplo de autdmatos o, e &,
tais que tanto | &, | como | &, | contém palavras ndo va21as
no entanto o autémato &/, x &, nido tem arestas.

Seja h : Z* - I'* um morfismo de monoides livres. Mostre que

ce A — % L on - I.. .-.,.I Aot X~ AL A cn~nae LA feral . ea l..\ AA A~
X A = & U ICLUINLICULIVL], cnao /i" C réconnccivel iamocm. ivios-
-1

tre que se 4 < F* ¢ reconhecivel
também.

’

é reconhecnvel, entio Ah

4w

e Tk Tk
=

Assim, por exemplo, (071) L1 1X*=ZX*eZ*1Z*. Moc
AL 1A, =A, 1 1A, . Mostre também que Rec T é fechado
sob embara]hamento.

Seja A um subconjunto reconhecivel de £*. Mostre qu
AZ"‘" e (X* 14)X* ! sdo reconheciveis tamb \%

[q'})
-
[2
<

ALAwes

P

1.66).

Ache uma expressdo racional, tdo ‘‘simples” quanto possivel,
para o comportamento do autoOmato da figura seguinte:



11.

12.

13.

14.

16.
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Q

n‘
e

&‘

s‘
——
——-'___——

u]

Q

Mostre que se 1 € E < X*, entdo X é uma solu;;ﬁo da equagao
X = Ty EX sse existe V< X* tal que X = E¥(T u V).

(McNaughton e Yamada) — Baseando-se nas idéias que seguem,
dé uma nova demonstracio da inclusio Rec £ < Rac X. Seja

VS-S Theneme s sieeen

A = \g, L, a, 1 r) um autémato com #n estados. Fixamos uma
enumeragao arbitrania ¢q,, ¢,, ..., g, de Q. Para 0 < k < n, di-

zemos que c :q; - q; € um k-passeio se para toda fatoragdo

qg; —% g, —% g, de c, s, # 1 # 5, implica que ¢ <k. Sejam,
para 1 <i,j<ne 0<k<n,
4(k) (0 — ©& | nerictns siemm | L smnccnt |
ij ‘lb C L | CAIDLIC ulll [K- pdbbClU q, —' q}f
Mostre que para 1 <i,j<n e 0<k<n,
0) —
A = {0 €L |gje g;(00)}
e 4K — A(k—l) A 1)(A(k—l)\*4
“Eij - 4R “Ckj
Conclua que 4" ¢ um sz.bco..;unto racionaldeX* paral <i j<n
e 0<k<n Como
|| = | 4,
q el
q‘jeF

Mostre que um subconjunto 4 de Z* € reconhecivel sse existe um
monoide finito M e um morfismo f:X* — M, tais que A~ ' = 4.

Calcule o monoide sintatico de (o7)* e de (o7 L t0)*.

. Calcule o monéide sintatico de 4 = {¢"t"|n > 0}. Conclua que 4
nao € racmna}. Confronte com o Exercicio 24.

Sejam ;= (Q,,X;, «;, I;, F;) autdomatos para i=1, 2. Dizemos
que &/, € um subautomato de </ ,se



18.

20.

21.

22.

N
(]

24.

Parts D — Teoria dos Autdmatos Finitos

0,€0,,X, ¢, I cl,, F, € F,

eparatodosgemZX , oa, S oa,. Mostre que se &, for um subautd-
mato de &/,, entdo |, | | o, |.

TrTY

Um autémato & = (Q, Z, a, I, F) é conexo se para todo g em
..vte ue ¢

& =(0,%Z,a, 1 F) tem um Gnico subautdmato conexo maximal.
Este subautomato ¢ chamado de parte conexa de /. Mostre que
a parte conexa de &/ € o autémato &, =(Q,,X,a.,l,FnQ,), onde

a0

aec ey Moctre ane todn autom

*
um s em 2* tal g ma

wRAAA & waAAA g wiazx 51 S A WW e VAV UUL W \1“\« tTVuuyv aun

Q.= {q € Q| existe s € * tal que g € I(sx)}
e para todo ¢ em X, oo, = oo N (Q, x Q.). Mostre ainda que
|| =[]
Baseando-se nas idéias do Teorema C.I.1 dé um algoritmo para
achar a parte conexa de um autdémato dado.

. Umautémato.&f = (Q, X, a, I, F) é fortemente conexo se para todo

par (q,, q,) de estados de &/ existe s em Z*, tal que (q,, gq,) € so.
Mostre que todo automato deterministico o = (Q,X, «, i, F) con-
tém um subautomato fortemente conexo &' = (Q', Z, o, I, F'),
no qual oo’ € ndo vazio para todo ¢ em X.

Sejam o/, ¢ &/, autématos determin ist'cos, esejamn ,n,eno
ntmero de estados da parte conexa d o
pectivamente. Mostre que n > max{n,,n

Seja &/ um autdmato com n estados. Mostre que toda palavra

s€| s/ | de comprimento pelo menos n tem uma fatora¢do s = uvw,
f_alq1__el$|v’<n Puv*wC'o/'
Usando o Exercicio 22, mostre que o comportamento de um autd-

mato dado &/, com n estados, € infinito sse existe uma palavra s
em }.of | tal que n < |s| < 2n.

o
n

» denota o numero de ocorréncias da letra

Parace X eseX*,
o na palavra s.

Usando o Exercicio 22, mostre que os subconjuntos seguintes de
2* ndo sdo reconheciveis (X = {a, t}):

(i) {e"t" |n > 0}

(i) {seZ*| |s|, =|sd
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27.

28.

29.

30.

. Mostre que um subconjunto 4 de Z* & reconhecivel sse o con-

£t iomdbnee Danianania

to o = \g,/-,u, ',I)C no
nenhuma aresta de & tem término em I, ou ori-
gem em F Mostre que se A for um conjunto reconhecivel, entao
A\l é o comportamento de algum autdémato normalizado. Dados
autdmatos normalizados &/, € &, , construa autdmatos com com-
ortamento | o |U |, !, |t | |, ] e |, |"

~
* B
"1

3

X L mnmale o nlern I

junto

1;3
I\l
<
o
)
w
2
53
(@]
o)
7

Seja B o semianel booleano, isto é B tem suporte B = {0, 1} e
¢ munido das operagdes + e -, onde
0+0=1:0=0:-1=0:0=0,

e I+1=1+0=0+1=1

[

1
L.

Para um natural n > 1, seja M,B o mondide cujo suporte €
o conjunto das matrizes n x n com coeficientes em B, munido
da operagdo de multiplicagdo de matrizes. Mostre que os mo-

noides Reln e M, B sdo isomorfos. Conclua que o monoide M,
A o e A__a AL s il o 212en crrbrseanmn A AN As AL D Anda
ac um 4duiomnmdilo ¥ € IOINOIIO 4 ulll >uvlnvnvuilde uc v, o, viiuv
n € a cardinalidade do conjunto de estados de A. (Confronte com

o Exercicio B.I11.24.)
Um autémato & = (Q, X, «
imo

em X* o tem no maxim

um pass

em F e rotulo s. Mostre que existe um aigor
se um autdomato dado é ambiguo ou ndo.

E:
(@]
ho]
)
& v
c
a
G
e

Mostre que para tod

Q Qta
Sugestdo: Senems

a A, entio A N {c” |

ubconjunto 4 de o*, A* ¢ reconhecivel.
n

naturais, tais qug() <m<

m (mod n)} é reconhecivel.

Seja Z o conjunto dos inteiros, munido da operagdo de soma.
Seja ainda h : X* — Z a extensio a um morfismo da fungdo

h :Z — Z, onde T = {0, 1}, oh, = 1 e th; = — 1. Mostre que



sh = |s|, — | s|. (veja Exercicio 24 para a notagio). Para um
natural n definimos

D, = {seZ*|sh=0 e para toda fatoragio s = s,s,

P - N - b
de 5, 0 < s,h < nj.

Colocamos também
D= D,
neN
Mostre que para todo n D, é reconhecivel, mas D ndo é reconhecivel
31. Mostre que Rec T ¢é fechado sob reversio (veja Exercicio 1.67)
N~ ™A N ~ . A , .
32. D€ uma construgdo que associa a um autémato &/ uma maquina

de Turing ndo deterministica M que ndo utiliza as suas fitas de
trabalho € que reconhece o comportamento de o (veja Capitulo

«x ).

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Autdématos finitos foram introduzidos na segunda metade da dé-
cada de 1950. Os trabalhos pioneiros na area sio de Kleene, Moore
e Myhill. Alguns destes estdo reimpressos no livro de Moore [85].
Entre os trabalhos da época recomendamos em especial a leitura da
exposi¢do muito lucida de Rabin e Scott [99]. Posteriormente, a teoria
foi substancialmente enriquecida por varios autores, entre os quais
Brzozowski, McNaughton Rhodes e Schutzenberger

apareceu orlgmalmente em [59]. A Propo-
tado a I

2 =% 2 ~ v. \onu u e

Indicamos a seguir alguns livros sobre a Teoria dos Autdmatos.
Um tratamento mais elementar pode ser encontrado nos livros de
n [36] Harricon 511 1§21 Min ky [831 Qalamaa 1041 ¢ Ve

AGEE £ AUV AL l-/ IJ, l-/“], 4V
undo da teoria encontra-se nos
na

, . 1 . N .
ativne 2 Tanria
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exto de Schiitzenberger [109].
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