PARTE D






RELACOES, FUNCOES E MONOIDES

Neste capitulo apresentamos as definicdes de alguns conceitos
basicos, bem como algumas de suas propriedades. No texto omitimos

a maioria das demonstra¢des. Em particular, as afirmagdes seguida
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de um ponto de exclamagio sdo enunciados de propriedades cuja

demonstragdo fica a cargo do leitor.
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Dados conjuntos 4 € B, uma re
do produto cartesiano 4 x B.'Os onjuntos A e B sdo ditos dominio
e co-dominio da relagdo r. Para um subconjunto S de A, definimos a
imagem de S por r:
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Convencionamos nesta parte do livro denotar um subconjunto unitario
{a} de A pelo seu tnico elemento a. Assim, ar = b significa que (a, b)
é o unico par ordenado em r cujo primeiro elemento € a. Note que

(a,b)er e bear

sdo notagdes equivalentes. Além disso, uma relagéo r ¢ completamente
determinada pelos conjuntos ar, no seguinte sentido: Duas relagdes

r,s< A x B sdo iguais sse para todo a € A ar = as!
A inversa da relagdo r € A x B é a relagdo r™! © B x A, de-

Pl = {(b,a)eB x A|(a,b)er}.

Para toda relagio r = A x B,

A composicdo da relagio r € A x B com a relagdo s € B x C
¢ a relagdo rs € A x C, definida por:

rs={(a,c)ed x C|(@b)er e (bc)es para algum b€ B}.



(rs)t = r(si) !
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Isto é, a composi¢dao de relagdes é uma operacgdo associativa, nao ha-
i 1 revermos rst. Analo Oga-

A
u N
mente, para S S 4, Srs € uma expressio bem definida, pois
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é uma relacao sobre

Assim, uma funcao f de A para B, escreve-se
fe A X B tal que, para todo a em A4, af € um subconjunto unitario
de B. ste caso, as formulas

h ~ f
vy<Js

S~

{n cnfe nf= 4
\“, caqj g =20

sdo todas equivalentes.

Dadas fungdes f : 4 - Be g : B — C, a sua composigdo fg € uma
fungdo fg : A - C! Observe que nesta parte do livro a imagem de a
por f é denotada por af em vez da notagio mais comum f(a). Além disso
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a fungiio composta fg consiste em aplicar primeiro f e depois g, ao con-
trario da notagdo tradicional.

- Uma fungdo f : 4 — B¢ injetora se para todoa,,a, € 4,a,f=a,f
implica que a, = a,; ela € sobrejetora se Af = B; e € bijetora se ela
for injetora e sobrejetora Nestes casos, podemos dizer também que a
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A relagdo identidade 1, sobre A ¢ definida por

l,={(a,a)e A x A|ae A},

Note que a inversa f~! de uma fungdo f : 4 — B é uma relagio
f!'< B x A que em geral nio é uma fungio!
A proposicdo seguinte caracteriza fungdes injetoras, sobrejetoras

liiint neno

< vljeviads.

PROPOSICAO 1. Sejag : A - B uma fun¢do com dominio ndo vazio.

Entao,
(1) g é injetora sse existe uma fungdo h : B — A, tal que gh = 1,;
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(i) g é sobrejetora sse existe uma fungdo f : B — A, tal que fg = lg
(1) g € bijetora sse a relagdo g~ é uma fun¢do g™! : B — A, tal que

gg 'l=1,eglg=1

Demonstragdo. (i) Suponhamos que h : B — A4 seja uma fungio, tal

que gh = 1,. Sejam a,,a, € 4, tais que a,g = a ,8-
Entiaoa,gh = a,gh. Comogh = 1, resultaquea,gh = a, e a,gh = a,;
logo a, = a,. Isto é, a fungdo g é injetora.

n _

Reciprocamente, suponhamos que a fungio g seja injetora. Con-
sideramos inicialmente a relagdo g'SBx A, ¢ .uo ramos que
para cada'b em B, bg™! & vazio ou é um subconjunto unitario de A.
De fato, suponha que a,,a, € bg™!, entio a & =4a,g, logoa, =a
pois g € injetora. Como A ;é g, podemos escolher um elemento a,
em A e definir um
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Resta demonstrar que gh = 1,. De fato, seja a€ 4, e seja ag = b.
Entdio aebg™', e pela construg¢do bh = a. Logo, agh = bh = a,
resultando gque gh = 1

ando que gh :

(i) Suponhamos que f : B — A4 seja uma fungdo, tal que fg = 1.
Esta claro que Bf < 4, logo Bfg = Ag. Por outro lado Bfg = Bly = B,
isto é, B = Ag. Como Ag < B, resulta que Ag = B, isto é, g é sobre-

jetora.
~

Recmrocamente sunonhamos que a func cao g _ela sobrejetgra,

Consideremos inicialmente a relagio g™! < B x A. Para todo b e
B, bg™! ¢ nido vazio. De fato, como g é sobrejetora Ag Be para
todo b em B existe a em A, tal que ag = b, isto é ae bg~!. Nestas con-

di¢bes, para cada b em B, escolhemos um elemento @ em bg~! e colo-

camos bf = a. Assim, bfg = ag = b. Como bfg = b para todo b
em B, resulta que fg = 1,V

(i11) Suponhamos que a relagio g ! seja uma fungdo g ':B-A4,
- 3 N . :
talquegg™' = 1,eg 'g = I Por (i) e (ii), g é injetora e sobrejetora,
logo a fu“@ao g ¢ bijetora.

(1) Observe que nesta demonstragdo estamos usando (implicitamente) o axioma da
escolha. Na verdade demonstra-se que a afirmagio (ii) é equivalente a este axioma.
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Reciprocamente, suponhamos que a fungdo g seja bijetora. Por (i)
e (i1), existem fungdes f,h : B —» A, tais que gh = 1, e fg = 15. Ini-
cialmente mostramos que f = h. De fato,

f=fl,=f(gh) = (fge)h = 1;h = h.

Por outro lado, fg = 15 implica que f < g~ !. De fato, se (b, a) €,
isto €&, bf = a, entdo bfg = ag. Como fg = 1, resulta que ag = b,
isto € (b a)e g~ !. Analogamente, gh = 1, implica que g < h™ 1,

. —_— —

logo g7t = (h ‘)1—h Assim, fS g ! € h; mas como [ = A,
resulta gue f = o = h. Portanto 7! é uma funcio. go 1 =1, e
eésulta que | g n. rortanto g ¢ uma lungao, gg 1,¢
g 'g=15 0

Dadas fungdes f: 4 - B e f : A" - B, dizemos que f é uma
restrigio de ' se A < A', BS B e f< f, isto ¢, para todo a em A
af = af’. Neste caso dizemos também que f' € uma extensdo de f.
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ndo vazios que sdo disjuntos ou sdo iguais! Eles sdo iguais sse
(a,,a,) er! Para a€ A, ar é a classe de equivaléncia contendo a, € o
conjunto quociente de A por r é

p.:A—- Ar
que associa a cada elemento a de A a classe de equivaléncia ar. A pro-
jecdo canénica € sobrejetora e pp~ ! = ri

Dada uma fungdo f: 4 - B, a relagdo fff! € 4 x A é uma
relagdo de equivaléncia sobre A! Observe que para a,,a, em A4,
(a,,a,)eff! sse a,f = a,f! Assim, para cada a em A, a classe de
equivaléncia aff ! que contém a é dada por:

aff ' = {be A|bf = af}!

J )

PROPOSICAO 2. Seja g : A - B uma fungdo sobrejetora e seja
f: A —> Cuma fungdo. Segg™! < ff™! entdo existe
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uma tnica fun¢do h - B - C, tal que f = gh. Ademais, h é sobrejetora
sse f é sobrejotora; e h é injetora sse gg' = ff .
As fungdes f, g € h no enunciado da proposi¢do acima podem se

representadas como no diagrama da Figura 1. Costuma-se dizer ql.e
este diagrama é comutativo para expressar o fato de que f= gh.
4 g >~ B
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7
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I e
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v,
C
Figura 1 — Diagrama para a Proposicio 2

A A FAae vromin an

cdo. Se A for VaZzio, entdo

g é sobrejetora. Assim, f = g = &,
satisfaz trivialmente a proposigdo! Caso contrario, 4, B ¢ C sdo todos
nio-vazios! Pela Proposi¢do 1 (ii), existe uma fungdo g, : B — 4,
tal que
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g8 = lp.
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Colocamos entao

h=gd. (2)
Para provar que f = gh, observamos iniciaimente que g = glg = gg.g-
Sejaaem A, entioag = agg.g,logo (a,agg,) e gg~'.Comogg ' < ff!
por hipotese, resulta que (a, agg,) € ff 1, isto €, af = agg,f. Como o
raciocinio acima vale para todo a em A, concluimos que f = gg.f.
Finalmente, como g f = h, resuita que

f=¢gh (3)

Para provar a unicidade de A, suponhamos que h' : B— C seja outra
funcéo tal que f = gh’. Usando (2)e (1), vemqueh = g.f = ggh’' = k',

f & L — b
== 1.

oV I
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Suponhamos agora que 4 seja sobrejetora. Pela Proposigao 1 (ii),

uma fungio A, : C — B, tal que hh = 1. U ando (1) e (3),

vem que 1. = hh = h,1zh = hggh = hgf, isto ¢ (hg)f = lc. A
fungdo f é sobrejetora pela Proposigdao 1 (i1). Rec1procamente, supo-
nhamos que f é sobrejetora. Pela Proposigao 1 (ii), existe uma fungdo

.
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f.:C— A, tal que f,f = I.. Resulta de (3) que (f.g)h = 1., logo a
fungdo h é sobrejetora pela Proposigdo 1 (ii).
Suponhamos finalmente que 4 seja injetora. Como gg~! < ff1,

-1 -1 i -1
basta demonstrar que ff"! < gg7!. De fato, seja (a,,a,)eff !,

ar
isto &, a,f = a,f. De (3), f = gh, logo a,gh = a,gh. Como h ¢ injetora,
resulta que a,g = a,g, isto &, (a,, a,) € gg~!. Reciprocamente, supo-
nhamos que gg~! = ff 1. Para demonstrar que 4 é injetora, sejam

b, e b, em B, tais que b h = b,h; basta provar entdo que b, = b

~

2
De fato, como h = g f p (“) resuita que b,g.f = b,g.f, isto &,

1 . » _1 . ’
(bwe, bzw) € ff"1. Segue da hipotese que (blée, b,g.)egg™!, isto €

b,gg = ozgeg Porém, g.g = 1p, por (1), logo b, = b,. m
Talvez seja interessante examinar a Proposncao 2 de outro angulo.
Vimos que gg ! e ff ! sdo relagdes de equivaléncia sobre 0 conjunto 4.

ho™ 1 A 11mm

Seia agora b um elemento de B. Como ¢ bg € uma
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valéncia de ff~!. Logo, existe um unico

Nestas condi¢oes bh = c.

Descrevemos a seguir uma aplicagdo importante da Proposicdo 2.
S :

.
da uma fungdo f : 4 — B, vimo

5 la~X
Da que ff! ¢ uma relacad

valéncia sobre 4. Seja p : 4 — L ff~1 a projecdo canodnica de ff™!;
entdo p € sobrejetora e pp~ ! = ff~ 1. Segue da Proposigdo 2 que existe
uma Unica fung¢do h : A/ff~! — B, tal que f = ph. Ademais, pela mesma

proposigdo, h ¢ injetora. Observe que 4 é bijetora sse f é sobrejetora.

p g )
A > A/

o

Figura 2 — Fungdes e relagdes de equivaléncia.

Terminamos esta segdo com duas notagdes relativas a teoria dos
conjuntos. O conjunto poténcia de um conjunto 4 sera denotado por

p(A4), isto €
p(4) = {B|B < A}
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A cardinalidade de um conjunto finito A4 sera denotada (nesta parte do
livro) por card A.
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Um mondide consiste de um conjunto M, munido de uma operagio
bindria associativa (escrita multiplicativamente), ¢ que contém um
elemento identidade 1 € M. Isto &, para todo m;, m,, m,eM,

£ AN Vs AN 1 -
mm,m, = ml(mzms) € m]_l = lm,_ =m,.

Assim, dado um conjunto A4, o conjunto das relagées (fungdes) de 4
para A, com a operagdo de composi¢do, ¢ um monoide cuja identidade
¢ 1,, e que sera denotado por Rel A (Fun A) Analogamente p(A4)

com a operagao de unido € um mondide cuja identidade é o conjunto
vazio (.
PEGS DU F . S S A _ D A I AE N | ) ' 4 1
Dados subconjunios 4 € B de um monodide M, definimos o seu

produto por:
AB={mm,eM|m €A e m,eB.

Com esta muitiplicagdio de subconjuntos, p(Af) tra

r
monoide, com identidade 1. Note que para subconjuntos de M, o

wuyv
produto distribui sobre a unido, isto é, para A, B,
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mente, por:
A°=1 e A" =4"A.
Um subconjunto 7 de M é um submondide de M sse
ieT e T?cT.

Em outras palavras, T é um submonoide de M sse T contém a iden-
tidade de M e ¢ fechado sob a operagdo binaria de M.
Dado um subconjunto 4 do mondide M, consideremos a inter-

A* de todos os submonoéides de M que contém A, isto é,

Va'al

secgao
A* = NT,
onde a intersecgdo se estende sobre todos os submonodides T de M

tais que 4 < 7. Observe que a intersecgdo de submonoides de M ¢é
um submonoide de M! Assim, A* é um submondide de M. De fato
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A* é o unico submonodide minimal de M que contém A! Por isso,
costuma-se dizer que A* € o menor submonoide de M que contém A,
ou que A* é o submondide de M gerado por A. Ocasionalmente diremos
também que A* ¢ a estrela de A. Demonstra-se que

A* =1 U AUV A*> U ... A"y ...

Em outras palavras, 4* consiste exatamente daqueles elementos de M
que podem ser expressos como o produto de um numero finito de

fatores aue nertencem a 4 Note tamhém que

ITQRLVILO YUy pPuitviiviviil G J1. AVUWY AU (W

A*=1UA4* =10 A4%4 !

Dados monoides M ¢ M’, com identidades 1 e¢ 1’, uma fungdo
f:M-> M é um morfismo sse '

If =1 e (mm,)f = ‘lj)(i‘riz[l para todo m, ,m, e M.

A composicio de morfismos € um morfismo! Um monoforfismo,
epimorfismo, ou isomorfismo €, respectivamente, um morfismo injetor,
sobrejetor, ou bijetor.

Seja M um monoide e r uma relagdo de equivaléncia sobre M.
Dizemos que r € uma relagdo de congruéncia sobre M sse para todo m,

e m, em M

(m,r) (m,r) = (m m,)r,

ol

isto €, o produto de classes de equnvalenm (como bconjuntos de M)
n / O 1 ~ i, ,
es s

gumtes

(i) r é uma relacéo de congruéncia,
11) paratodom,m’,m’ € M, m" ~ m" implica que m’'m ~ m'’m
e mm’
) Db

rr
mm ~ mm

ara todo m,, m; m-, m, €M, m, ~ m, em, ~ m, implica
- que mm, ~ mm,
Se r for uma relacao de congruenaa sobre M, podemos definir um

produto (indicador por ) no conjunto quociente M/r:

(m,r): (m,r) = (m,m,)r.

O conjunto M/r munido deste produto ¢ um monodide com identidade

1r! Assim, chamamos M/r de mondide quociente de M por r. A projegdo
canénica p : M - M/r é um epimorfismo neste caso!
Para monoides, a Proposi¢do 2 toma a seguinte forma:
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PROPOSICAO 3. Sejam M,, M, e M, mondides, g : M, - M, um

epimorfismo e f: M, - M, um morfismo. Se
gg ! < ff~! entdo existe um unico morfismo h : M, - M,, tal que
f = gh. Ademais, h é um epimorfismo sse f é um emmorfzsma e héum

rr—1

monomorfismo sse gg—' = ff~ 1.

Demonstracdo. Tendo em vista a a Proposigdo 2, ¢ suficiente mostrar
que a fungdo h dada por aquela proposicdo € um

morfismo. De fato, sejam m , m2 m M,. Como g € sobreje,tora exis-
tem m', m’, em M, tais que mg = m; (1— 1,2). Como f € um mor-
fismo, (m m = (m I) (m),f); logo (m'ym’)gh = (m'gh) (m,gh), ja

que f = gh. Agora, g ¢ um morfismo, lggg [(m',g) lng)]h (m'Qh)
(m',gh). Substituindo m'g por m; (i = 1, 2), obtemos que (m mh =

= (m,h) (m,h). Finalmente, denotando por 1, a identidade de
M;(i=1,273), temos que 1, = 1,f= 1,gh = 1,h. Assim, h € um
morfismo. B

Cicrme £+ A A o relacio de eguivaléncgia ff71

Dado um “‘10‘1‘115111\)} : M, - M,, a relagdo de equivalencia Jf
sobre M, € uma cos ngruéncia! Segue da Proposi¢do 3 que existe um
. 1
monomorfismo 4 M /ff"* - M, tal que f = ph, onde p & a pro-

jegdo canonica p : M - M L 1! ' (Vide Figura 4.) O monomorfismo
h € um 1somorﬁsmo sse f é um epimorfismo!

-~
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\

A

B
S
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S

L

Figura 4 — Morfismos e relagdes de congruéncia.
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Certos monoides, chamados de monoéides livres, tem um papel
importante nos capitulos seguintes. Passamos a descrevé-los.
Dado um conjunto X, consideremos o conjunto S de seqii€ncias

finitas de elementos de ¥

AW WAIWALAWALONIT

o _ _\ (2~ N\
s = O, ors Op) n = V).

o
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1°

Definimos um produto em S por concatenagdo, isto é, se

t= (1,7, ..., T..)

Vi Y20 m/
ar antra alamanta da € A nradnta o dea ¢ 0 ¢ A
IVI Uuu VU LUl UL o, U prvuuiyu S5t UL o v o .
St=(0,,0,, «cc, Opy Ty Tpy vuuy Tpy)-

A concatenagdo é associativa, logo S mumdo deste produto, ¢ um

n Mria 1dA
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Convencmnamo denotar a seqiiéncia unitaria (o) de S por o.

TN b l‘,\ ~ —_— PRSP _AIJAC.. i S PN S ...‘_,. A. C
pLosSia 1 Ilad, l.ll L 00 proauto ja Aciiimao, O CICHICto j aclllla Uc o
pode ser escrlto ( n > 0):

§=0,0,..0,
™ __°*1 a 1 — —_— L 1 2 __ PR ~
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vengdo acima, podemos con51derar 2 como um subconjunto de S
Note que o submonéide de S gerado por £ € o proprio S, isto &,
S = X*. Assim, chamamos S de mondide livre gerado por X e o deno-
amos por X*

Dada a palavra s acima em X*, o natural n € o seu comprimento
e ¢ denotado por |s|. Resulta que

o

|1|=0e |st|=|s|+ |t| para todo s,7 em T*.

Sejam s, ¢,, ¢, € t, em X¥, tais que s = ¢,t,t,. Dizemos que ¢,
;) € um segmento inicia 0

roprledad fu damental dos mondides livres é dada por:

D —
Cn
&)
<
-y
-
)
~
-

>
e

PROPOSICAO 4. Seja M um mondide e seja f : £.— M uma fungdo.
Existe uma unica extensdo de f a um morfismo

Demonstra¢do. Definimos a fungdo f* como segue:

If* =
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e para uma palavra 0,0, ...g,de £*,n>1, com o; em Z(1<ign),
colocamos

(0,0, ...0)* = (0,f) (0,/) ... (6.)
E imediato verificar que f* € uma extensdo de f e que dadas palavras
s etem X* (sH)f* = (sf*) (¢f*). Logo, f* € um morfismo.
Suponhamos agora que g : £* — M seja uma outra extensao de f
a um morfismo. Mostramos que sg = sf* para todo s em X*. Para
tanto procedemos por indu¢do no comprimento de palavras em X*.

n o X o rfic A cqim

P Lne ovtomcoeXoace Ao Ao
I10dd CALWCIDOLUC Ul _] naauu,
mo

orfismo. Segue

Se i \) i = U, entao s = 1, lugu lg =1 pois g ¢ um morfismo. Assim,
lg = 1f*. Se | s | > 0, entdo existem 1 em £* e 0 em Z, tais que s = 10.
Como g é um morfismo, obtemos sg = (to)g = (1g) (6g). Como
t| <|s|, vem pela hlpote%e da indugio que tg = tf*. Por outro

1. Prove as afirmagdes do texto que sdo seguidas de um ponto de
exciamagcao.

2. Enumere todas as relagdes de 4 para 4, onde A € o conjunto
{a, b} de dois elementos. Indique quais sdo fungdes, fungbes
injetoras, fungdes sobrejetoras e fungdes bijetoras. Indique também

o inverso de cada uma das relacdes

AL VWAUOUVU Ww widtuir wiiit Wity WO,

3. Enumere todas as fungbes de 4 para 4, onde 4 ¢ o conjunto
{a, b, ¢} de trés elementos. Indique as fungdes bijetoras € o inverso
de cada uma destas.

:lk

Fnum
rnumere t

{a, b, c} de trés elementos.

5. Em cada caso prove ou desprove a afirmagdo dada:
() Para toda relagdio rc A x B, rr'1 = 1,
(ii) Para toda relagio rc 4 x B, 1, < rr™ L.

6. Sejam r, e r, relacdes de A4 para B, s, e s, relagOes de B para C e

D A D giilamcacdrzsat Ao A~ A o vwy o A
l'l C l’z buULUllJullLUb ue 1. PIUV qu

(i) Se P,c P er <, en~tao Pr,c P,r,.
(i) Se r, = r, e s, S5, entdo r;s, S 1,s,.

(i) (P, v Py, = P,r,u P,r,.
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(iv) (P, " P)r, s PironP,r,.
) Pi(rpur,)=Pr,u Pr,.

(vi) Pi(r,nr,)s Pir,n\Pr,.
(vil) 7, (s, U s,) =75, UTS,.
(viid) (r, U r,)s, =r. s, UT,S,.

(ix) r (s, Ns,) S rs, 0rys,.

(x) (rynry))s, Srs, 0r,s,.
(xi) se r, S r, entdo r;' = r; '
(xi)) (rpor,) t=rtur

xiii) (r, nr)) "t =r ;L

. Prove que as inclusOes nos pontos (iv), (vi), (ix) e (x) do exercicio

anterior ndo podem, em geral, ser substituidas por igualdades.

Sejam r € A x B e s € B x C relagdes. Mostre que (rs)”! =

e
=5 ‘r ‘.
Seja f : A - B uma fungdo. Mostre que se 4 = &, entdo f =
e f € uma fungdo irjetora. Neste caso [ é sobrejetora sse B = .
Prove que se B = (J, entdo 4 = J e f € uma fungdo bijetora.

Prove que uma relagdo r € 4 x B ¢ uma fungdo sse r 'r = 1,
el, crr 1, :

n

'
4
o
3
0w

jon}
o
w

Sejar =
abaixo sdo equivalentes:
(1) r € uma funcgio,

(1) r ¢ minimal com relagdo & propriedade 1, < rr™ 1.
Seja r = A x B uma relagdo, onde B # (. Prove que

(i) existe uma fungdo f: A4 — B, tal que r = f sse r 'r < 1,
(ii) existe uma fungdo g: 4 — B, tal que g < rsse 1, S rr!
Seja f . A - B uma fungio. Prove que f ¢ injetora sse ff ™! = 1,

Sejam f: 4 - B e g : B— C fungdes. Prove que:
(i) Se f e g forem injetoras entdo fg é injetora.
(1) Se f e g forem sobrejetoras entdo fg € sobrejetora.
(i) Se fg for injetora entdo f é injetora.
(iv) Se fg for sobrejetora entdo g é sobrejetora.

D€ exemplos de fungdesf : 4 — Beg : B — C, tais que f é injetora,
g € sobrejetora mas fg ndo é nem injetora nem sobrejetora.

Mostre que para toda fungdo f: 4 —» B, ff1f = {.
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Dada uma fungdo f: 4 — B, com A # (J, construa uma outra
fungio g : B — A, tal que fgf = f.
Sejam f: 4 > B, g:B—->Ceh : C - D fungbes e suponha que

’

fe h sdo bpetgras, Mostre que g € 1 inj etora (sobrejetora, bijetora)

sse fgh € injetora (sobrejetora, oueto

Seja f: A - B uma fungdo. Prove que:
(i) f & injetora sse para todo subconjunto X e Y de 4
(X N Y)f Xf N Yf.

(A4
(m) f € sobrejetora sse para todo subconjunto X de A4

B\(Xf) = (A\X)f.

Seja f : A —» B uma fungdo, € sejam X e Y subconjuntos de B
Prove que

() (Yo Ny =X oy

i) XnHf '=Xf1nYf!
(iii) (X\Y)f"' = XfTNYfL
Sejam f< A x B e g < B x A relagdes, tais que fg =1, €
gf = 1,. Prove que f e g sdo fungdes bijetoras € f=g1

Sejam A4 e B conjuntos, A ndo vazio. Mostre que existe uma in-
jecdo f: A — B sse existe uma sobrejecdo g : B — A4

Qo

Sejam r e s relagdes simétricas sobre um conjunto 4. Prove que
se rs < sr, entao rs = sr.

Ache duas relagdes de equivaléncia r ¢ s sobre um conjunto 4,
tais que a relagdo rs nio seja de equivaléncia.

. Dé exemplos de relagdes r, s e ¢ sobre um conjunto 4, tais que:

(i) r é reflexiva e simétrica mas ndo € transitiva,
(ii) s é reflexiva e transitiva mas ndo ¢ simeétrica,

(iii) ¢+ é simétrica e transitiva mas ndo ¢ reflexiva.

Mostre que no enunciado da Proposigdo 2 a hipotese gg~! < ff !
é necessaria, isto é, ache fungdes g : 4 » Be f: A - C, g sobre-
jetora, tais que ndo exista fungdo h : B —» C, para qual f = gh.
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31.

32.
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. Seja f: A - B uma fungdo. Mostre que existem um conjunto

Cefungbesg : 4 - Ceh : C — B, tais que f = gh, g é sobrejetora
e h € injetora. Em outras palavras, toda fungio f : 4 — B admite

uma tatora

can
weALAASS ASA WA “y“

7

ASHCHB

ary

com g sobrejetora e A injetora. Mostre que esta fatoracio e “inica”
no seguinte sentido: se

4% C 5B

for uma outra fatoragdo de f, com g’ sobrejetora e &’ injetora,
entdo existe uma (unica) bijegdo b : C — C’' tal que gh =g’ e
bh' = h.

Sugestdo: Coloque C = A/ff"! e use a Proposi¢

:m
r

~

Mostre que toda fungio f: 4 - B admite uma fatoracéo

com g injetora e h sobrejetora. Mostre que esta fatora¢io nio é
“anica” no sentido do exercicio anterior.

Sugestdo: Se 4 e B forem disjuntos, coloque C = 4 U B.

Seja A um conjunto e sejam a e b elementos de 4. A transposicio
de a com b ¢ a fungdo 1 : A —» A, definida por:

—
m
\.-/

xt=,b se x = a

Prove que 1t = 1, e conclua que ¢ é uma bijecio.

(Principio da casa do pombo, vide Capitulo C.V) — Se n for um
numero natural, n denotara o conjunto

-\;-d

={0,1,...,n - 1.

Observe que 0 = e quen < mssen < m. Sejam n e m naturais,
€ f :n — m uma fungio. Prove que se f for injetora, entdo n < m.
Sugestéo: Use indugdo sobre m. Sejak = (n — 1)feseja s :m—m

a transposi¢do de k com m — 1. A fungdo g = fr é injetora. Note
que (n—1)g=m—1 e aplique a hipdtese da indugio.

Sejam n e m naturais € f :n - m uma fungio. Prove que:
(1) se f for bijetora entdo n = m.
(1) se n = m entdo f ¢ injetora sse f é sobrejetora.
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Um conjunto A é finito se existir um nimero natural n € uma
bijesdo f : n — A. Mostre que se 4 for um conjunto finito entdo
existe um unico numero natural n para qual existem bijegdes

f:n > A. Este nimero é chamado de cardinalidade de A ¢ &

denotado por card A.

Seja A um conjunto finito e f : A - A uma fungdo. Mostre que
f é injetora sse f € sobrejetora.

Um conjunto € infinito se ele nao for finito. Mostre que o conjunto
Nl AAc srihremrnsnc $ramnio NAN A I".«“fn TlcandA A~ vinma Aa acenlha
N U uuuxcu.)a naturais nao € 1inito. usanao O axioma Ga €5C0ina

mostre que se 4 for um conjunto infinito, entdo existe uma in-
jecdo f : N — A. Prove que um conjunto A4 ¢ infinito sse existe
uma injegdo f: A - A que ndo € sobrejetora.

Dados conjuntos 4 € B, o conjunto de todas as fungdes com do-
minio B e co-dominio A é denotado por A%, isto é
= {f|f:B— A4}

Ache bijegdes entre os seguintes pares de conjuntos, onde 4, B
e C sdo conjuntos dados:

) 4 x A e A%

(i) p(A4) e 24.
(iii) (4 x B e A€ x BC.
(iv) (AB)C e AB*C

Uma permuta¢do de um conjunto 4 ¢ uma bijecdo f:4 — 4
Denotamos por Per A o conjunto de todas as permutagdes de 4.

- . ama -m ‘I.-r\l AA

Para um conjunto A € um naturai p, \p) aenota
todos os subconjuntos de cardinalidade p de A.
Sejam p, n € m naturais, tais que m = n + 1. Ache bije¢Oes entre
os seguintes pares de conjuntos:

o
(@]
Q
-
€
=

Exercicios 36 e¢ 37, mostre que:
(i) card A® = (card A)*™5.

(i) card p(A) = 24,

(1) card (Per A) = (card A)!.
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42.

(card A\

44

(iv) se p < card A entdo card k[ ) k “""), onde, para natu-

) m ) . )
rais n < m, denota o coeficiente binomial dado por:

\"*/

S de A card Sr > card S.
Sugestio: Use o Teorema de Hall, demonstrado no Capitulo C. III.

(Banach) — Dados conjuntos 4 € B, bem como fungdes f : 4 — B
e g : B - A, mostre que existem conjuntos S, T, X e Y tais que:

A=SuT, SNnT=g, B=XuyY, XnY=g,
Sf=X e  Yg=T.

Sugestdo: Defina uma fungdo h : p(4) - p(4), colocando, para
Vs A, Vh= A\BVg Sea 7 = {V < 4 | Vh < V}. A colegio
% ndo é vazia, pois A € #. Seja S (] V.Se Ve Wec A4, entao

Vhc Wh. Segue que % ¢ fechada sob intersecgdo, bem como,
se Ve Z entdo Vhe %. Assim, tanto S como Sh pertencem a % .
Segue que Sh = S. Agora basta colocar X = Sf, T = A\S e
Y = B\X.

(Schroder-Bernstein) — Sejam f: A - B e g : B —» A fungbes in-
jetoras. Mostre que existe uma bijecdo h : 4 — B.

Sugestdo: Use o Exercicio 40. Alternativamente, defina S, = 4\Bg
eS,., =S, g paratodon > 0.Sejam S = () S,e X = Sf Prove

nelN

que (B\X)g = A\S.

\

Seja f: M, - M, um morfismo de monoides. Mostre que se S
for um submonodide de M, entdo Sf é um submonoide de M,.
Mostre também que se T for um submonoéide de M, entdo Tf™!
¢ um submonoide de M.

3. Monoides M, e M, sdo isomorfos, escreve-se M, ~ M, se existir

um isomorfismo de M, para M,. Seja A um conjunto, e seja M,
(M,) o monodide que consiste do conjunto p(4), munido da opera-
¢do de unido (intersecgdo). Mostre que M, ~ M.
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O conjunto N dos nimeros naturais, munido da operagdo de
soma ¢ um monoide. Este monoide sera também denotado por N.
Seja £ um conjunto ndo vazio. Prove que a fungdo comprimento

|| :Z* > N é um epimorfismo que € injetor sse Z ¢ unitario.
Conclua que N é isomorfo a um mondide livre gerado por um

unico elemento.

.Um lementozaeMeumzero
como um zero a direita, isto
é, para todo m em M, mz = zm = z. Mostre que um monoide
A N m

v

bém que se z, for um zero

to

| 4 W3

a esquerda em M e z, for um zero a direita em M, entdo z, = z,,
e este elemento é o unico zero de M.

Mostre que todo monoide M satisfaz exatamente uma das quatro
afirmagdes seguintes:

querda.
(iv) M tem um unico zero € ndo tem outros zeros a esquerda
nem a direita.

E'..
@]
(/2]
CL.
[¢]
El
<
=
=)
i)
Cu
a
[72]
o
o
g
[72]
[
o
N
a
=
Cu
Q
[¢]
o
c.
o
c
)
=
a
(o
4
7]
-
[
»
Na)
e
o
-
-y
Q

Seja 4 um conjunto com pelo menos dois elementos. Classifique

os monoides Rel A e Fun A de acordo com as afirmagdes do Exer-
cicio 47. Caracterize os zeros de cada tino nos dois casos.

GLIALILLI AL U LUIRO +ELg LAY 23RS R0 AoV

(¢
(@)
Q
gz
7]
-
(¢}

Smam M M monodides. O nrnd o direto de M

ava l ' avZ AsaNSAANS AN WD

do conjunto M X M2, munido da seguinte ope rac;ao para todo
!
m,m eM, e mz, m,eM, (m,m,) (m, mz) = (m,m’, m,m’).

Mostre que
M M x ¢ um monoide
\l, AVA 1 L] AVE 2 “SALAR AAANJ AANJ ANE W
(i) M, x M, ~ M, x M,
i) Existem epimorfismos p, : M, x M, - M, para i = 1, 2.

(
\

(iv) Se M, e M, forem, respectivamente, dos tipos (ii) e (iii), de»
acordo com a classificagdo do Exercicio 47, entio M (XM, €

do tipo (1).
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Um grupo ¢ um monoide M, em que para cada a em M existe b
em M, tal que ab = ba = 1. Mostre que para todo conjunto A,
Per A é um grupo. (Veja Exercicio 37.)

. Mostre que um monoéide M é um grupo sse para todo a em M,

a A
Vi/

A = ivild = ivi.

M — A

a
Um elemento e de um monoide M é idempotente se e* = e. Seja
f:M, > M, um morfismo de monodides. Mostre que se e for
idempote xte em M, entdo ef ¢ um idempotente em M,. Mostre
por meio de um exemplo que a reciproca nio é verdadeira.

i x

Mostre que uma fungdo f em Fun A é idempotente sse a restrigio
g Af - Af de f a Af é a fungdo identidade 1y,

Um subconjunto 7 de um mondide M é um mondide em M sse
T? < T e T contém um elemento e, tal que para todo t em T,

et = te = t. Note que um mondide T em A é um submonoide
de M sse 1 € T. Mostre que se e for um idempotente em M, entdo
eMe ¢ um monoide em M, enquanto eM ou Me podem ndo ser
monoides em M. Porém, eMe = eM n Me.

Q
{
;
!
{

v
Mostre que (a, b) et sse a=b, ou existem um natural n>1 e

.
r ~ A taie Ao PR

Cos Cp5 -y €, €A, tals que a=c¢,, ¢, =b € (¢c;,c;, )er, para
i=0,1,...,n—1. Mostre que ¢ é a Ginica relagio minimal refle-
xiva e transmva que contém r. A relagdo ¢ é chamada de fecho
reflexivo e transitivo de r. (Confronte com o Exercicio B.II1.25.)
Observagdo: Note que ¢ e r* sdo entidades distintas! De fato,

enquanto t ¢ um elemento de Rel A, r* (isto é ( rl*\ é um sub-

S S=222 25U

17 A NI b am II_
A. IN anto, 1 = S.
ser*

Seja M um monodide. Mostre que a intersec¢do de relagdes de
congruéncia sobre M ¢ uma relagdio de congruéncia sobre M.

Mostre que dada uma relagio r sobre um mondide M, existe um

unica relagdo de congruéncia minimal sobre M que contém r.
Esta relagdo ¢ chamada de relagdo de congruéncia gerada por r.

)

Nas condi¢des do exercicio anterior, seja r. a relagdo de con-
gruéncia gerada por r. Seja s a relagio sobre M dada por:
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(m, m’) € ssseexistem u, v, x, y € M, taisquem = uxv,m’ = uyve
(x,y)erur™!. Seja t o fecho reflexivo e transitivo de s (vide
Exercicio 56). Mostre que ¢t = r..

Qllvnncff‘;r\' \‘I\D’fﬂ MNna f A 1IN ralor\
SugLolay . viUsu L {jul ¢ L uliia iliay

r, logo r. = t. Mostre que s < r_, pois r, ¢ uma relagdo de con-
gruéncia que contém r. Segue que o fecho transitivo, ¢, de s esta
contido no fecho transitivo, r,, de r.. Logo, t = r

Sejam A, B e C subconjuntos de um monoéide. Mostre que:
(1) Se A < Bentio AC< BC e CA < CB.

(1) A(Bu C) = AB u AC.
(ii1) (4 v B)C = AC U BC.
(iv) ABBNn C) € ABn AC.
(V) (A n BC < AC n BC.
(vi) Se 4 = B entdao A* = B*.

A A
I‘e“l‘\lﬂ MnIa ~rnnto

3 Aa ~Ann "
a AV 1% 1Iv1IG \.lu\v GAJlLltvill

~ or
AV} \«Ullsl

Seja f: M, - M, um morfismo de monoides, € sejam 4 ¢ B
subconjuntos de M,. Mostre que:

(i) (AB)f = (4f) (Bf).

(1) A*f = (4AfH)*.

Seja A um subconjunto do monodide M. Mostre que existem um
monoide livre £* e um morfismo f: X* - M, tais que Xf = 4 e
Z*f = A*.

B subconjuntos do monoide livre 2*; taisqueX = 4 U B.

€
A b - Tk A*ID A ke ok
Mostre que ™ = (BA™)".
e A rt A 1 Tk RNA a4 qu
A e B subconjuntos do mondide livre £*. Mostre qu

A(BA)* = (AB)*A

m

. Sejam A e B subconjuntos de monoide livre Z*. Definimos:

A™'B = {t e I* | existe s € A tal que st € B},
e AR 1—!@:3‘*'91{1«9 te B tal gue ste A

AT ww M = ~= 4R j.

Mostre que para todo A4, B, C < T*,

AVAR / Sea

() (AC 1B = A(BC)- 1.
(i) (4 1B)C™! = A"}(BC™Y).
(iii) (4B)"'C = B Y(471C). .
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Seja £* um monoide livre. A fungido reversio p : Z* — Z* €
definida por: lp =1 ¢ (so')p = g(sp) para todo seX* e g €.

A magem de s € X* por p é chamada de reverso de s. Sendo
s,iéZ*eA,BQZ rnoste que:
(1) = 5.

(i) (519 = (19) ().

(iii) (4B)p = (Bp) (4p).

(iv) A*p = (4p)*.

(V) (A7'B)p = Bp(Ap)~ le(

(Vide Exercicio 66).

AB ') = (Bp)~*(Ap).

£ r L2

Um subconjunto 4 de X* é um prefixo se para todo s em 4, o
unico segmento inicial de s que pertence a 4 é o pr()prio s. Em

simbolos, para todo s, t € X*, se s,st€ A, entdo t = 1. Mostre
que as afirmagOes abaixo sdo equivalentes {vide Exercicio 66

- para notacio):

69.

70.

71.

(1) A é um prefixo.
. * _ \
(1) Para todo s,,s,, t,,t, EX* se s t, = s,1,€5,,5, €A, entao

=1

2 ¥ 4 2"

Sejam A, B e C subconjuntos de T*. Mostre que (confronte com o

Exercicio 60):

(Y Q 4.. D ¢
(i) Se A U B for um prefixo, entdo

(11) Se A for um prefixo, entao ABn )=
B

a

=Av
B n AC.

Um subconjunto 4 de £* é um sufixo se o reverso Ap de A for
um prefixo. Enuncie e demonstre os anidlogos dos Exercicios

p-

68 e 69, substituindo prefixos por sufixos.

Seja A um submonoide do monoide livre £*. Um subconjunto B
de A é um gerador de A se B* = A. Mostre que

(A\D\(A\])?

é o unico gerador minimal de A.

(2) Para conjuntos A ¢ B, A @ B denota a diferenga simétrica de 4 e B, isto é,
AQ® B= ABRu B\A.
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