1. Introduc3o

Neste capitulo introduzimos grafos orien
S e a cada aresta ¢ dada uma ‘‘dire¢ao’’. Desta torma fala-
remos de cortes e circuitos orientados, como sendo aqu m Qi
todas as arestas tem a mesma ‘‘diregdo’. O Teorema da dicotomia,
da Secgdo 2, afirma que as arestas de um grafo orientado sdo de dois
tipos: aquelas que pertencem a cortes orlentados e aauelas oelas

quais passam circuitos orientadc
Sec¢do 3, estudaremos os gra
grafos acwllcos.

Uma orientagdo de um grafo G é um par ordenado (i, f) de fun-

¢Oes, ambas de aG em VG, tais que para cada aresta o« em aG, ix € fa
sdo os extremos de ¢« em G: ia é 0 extremo inicial de a e fo 0 extremo
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final de «. Um grafo orientado D consiste de um grafo GD, chamado
de grafo subjacente de D, e de uma orientagdo de GD.

Na representagdo de um grafo orientado por um diagrama, co-
locamos, em cada aresta «, uma flecha que aponta de ia para fo. As-
sim, no grafo orientado da Figura I, v, € o extremo inicial das ares-
t
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Figura 1 — Um grafo orientado.
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No que segue, ao aplicarmos um conceito ou propriedade, defi-
nido para grafos (ndo orientados) a um grafo orientado, subenten-
demos que estamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu grafo
subjacente. Assim podemos dizer que um grafo orientado é conexo,

u q ue P € um passeio num grdlo orientado, etc.
Seja D um grafo orientado, (/, f) sua orientagdo. Para um subcon-
junto X de V, o subgrafo orientado D[X] gerado por X € o grafo orien-
tado que tem GD[X] como grafo subjacente e (iy, fy) como orien-
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tagdo, onde iya = ia e fya = fo, para cada aresta a de GD[X].

Um passeio P = (v v %y Yy \ em D é orientado se nara
passelo o,wl,.l,...,wk, em ntado se para

todo j tal que 1 <j < K, o = v;_, (ou de maneira equivaiente,
fo; = v;). O circuito (v,,a,,v,, o, v,,%,, v,, %, v, ) no grafo orien-

tado da Figura 1 ¢ orlentado
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tado de ¥ a v em D. A segunda € a relagdo de ligagao forte, denotada
por «» p (ou simplesmente, <> se D for subentendido): u € forte-
mente ligado a vem D (u «v) se u = v e v —» u. Naturalmente, a re-

la~rxA Aa VaY-YJVaY 1 tonmort a Aa }11' A3~ Fartoe A Ao anirs

1a¢a0 aGC aClsSoO € reii exiva € uaumuva, €a ac 5 ¢ao 101€ € GC cqul-
valéncia. Em vista da simetria da relacdo de ligacao forte, dizemos
simplesmente que u € v sdo fortemente ligados em D quando u ¢ for-
temente ligado a v em D.

Considere o corte 6(S) associado a um subconjunto S de V; se

todas as arestas de 4(S) tém seu extremo inicial (final) em S entdo S
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€ uma fonte (sorvedouro) € em ambos 0s casos o corte d(S) de S é orien-
tado. Um subconjunto d de a € um corte orientado se existe um sub-
conjunto S de V tal que o corte §(S) de S é orientado e igual a d. A
Figura 2 ilustra esses conceitos.

_——— _— - e
o\ {/ 1 o
S o \ 2 o V/S S o / \ o T=V/S
O=—f \\ o] o— —=©
/3 N\ / /3 /
ocorte 0(S)de S iguala S € uma fonte, T um sorveuouro

0(S) = 6(T) é orientado, Ll 2, 3}
¢ um corte orientado.

Figura 2
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2. O Teorema da dicotomia

Para D um grafo orlentado seja cir D o conjunto das arestas de
D pelas quais passam circuitos orientados: seja cor D o conjunto das
arestas de D que ertencem a cortes orientados.

)

TEOREMA 1 (Teorema da dicotomia). Seja D um grafo orientado.

Entao a unido de cir D e cor D

é aD, sua intersecdo o vazio. (Ou seja, toda aresta de D pertence a um
cuito orientado, ou a um corte orientado, mas ndo a ambos.)

A titulo de ilustragdo, verificamos o Teorema 1 para o grafo

orientado da Figura 3.
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\ - // ) ,q/V/\\ Cz = \’v, 4, n,lS,z, 14, ‘v)
8Y \ / 9 14 d({x}) = {5, 6}

o({v,w, x,z}) = {3,6,7,8,9, 12
15 o) = {1,2,9, 10}
z -
\ / 7w
AN / /
N\ |/ /
Yy 6 X
Figura 3 — Uma ilustragdo do Teorema da dicotomia

Teorema 1. Seja o. uma aresta de D, considere as
seguintes afirmagoes:

Drar nzactn s AN
Demo istragdo a

(1) « € cor D,
(ii) existe em D um sorvedouro que contém fx mas ndo ix,

(iii) fa + ia,
(iv) o ¢ cir D.
A equivaléncia de (i) e (ii) ¢ imediata. As equivaléncias de (ii)

e (iii), e de (iii) e (iv) seguem dos Lemas 2 e 1, abaixo, respectivamente.
Assim, (i) e (iv) sdo equivalentes, o que mostra o teorema.
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LEMA 1. Seja D um grafo orientado, o uma aresta de D. Entdo fa — i
se e somente se a € cir D.

LEMA 2. Seia D um erafo orientado, u e v vértices de D. Entdo u—v
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se e somente se todo sorvedouro que contém u contém iam-
bém v.

e .
qu C, (i, a, far) Cz, nesse cas

(¢

tais C

tado de fa a ix e portanto fa — ia.
Por outro lado, se C = (vy,a,,V,, ..., &, V) ¢ um caminho

orientado de fa a ix em D entdo C(ia, a, fo) € um circuito orientado

que passa por oc, pois para todo inteiro j tal que 1 <j < n, temos
que v, # v;, ou seja fo # fa; e portanto a ¢ aC. demonstragao do
lema esté completa. |

Demonstra¢do do Lema 2. Suponha que u — v, seja S um sorvedouro

que contém u, C = (v, G, V,,...,0,, V,)
um caminho orientado de ¥ a v em D. Como v, = u, entdo v, € S.
Como S é um sorvedouro, entdo, para todo j tal que 0 < j < n, se

v;_, pertence a S entdo v;€ S. Segue, por indugdo, que VC < S.
Em particular, v, € S. Ou se]a ve S. De fato, se u — v entdo todo

sorvedouro que contém u contém v também.
Suponha agora que todo sorvedouro que ontéem u conte %
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também. Seja S o conjunto dos vértices a que u tem acesso. Para toda
aresta a tal que ix € S, temos que u — iz e ia — fo, portanto u — fa,
ou seja, fu € S; S é entdo um sorvedouro. Como u — u, entdo u € S
e portanto ve S. Ou seja, u —» v. De fato, se todo sorvedouro que
contém u contém v entdo u—v. A demonstragdo do lema compieta

ado Teorema |. = =

O leitor atento notara a semelhanga entre a demonstragdo do
Lema 2 e as dos Lemas 1.1 e 1.2.

Conforme foi visto na Secdo 1, a relagdo de ligagdo forte € de
equivaléncia. Seja p a particio de V' que consiste das classes de equi-
valéncia da relagio de ligagdo forte em um grafo orientado D. Para
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cada elemento X de p, D[X] ¢ um componente forte de D. O conjunto
¢fD dos componentes fortes de D é entdo igual a {D[X]|X ep}. A
Figura 4 mostra os componentes fortes de um grafo D. Um grafo orien-
tado D ¢ fortemente conexo se quaisquer dois de seus vértices sio for-

temente ligados. O grafo da Figura 1 é fortemente conexo.
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Figura 4 — Os 4 component tes fortes do o grafo orientado da Figura 3.

Caracterizamos agora os grafos fortemente conexos:

TEOREMA 2. Seja D um grafo orientado. Entdo as seguintes afirma-
¢Oes sdo equivalentes:

(i) D é conexo e cir D = aD,
(1) D é conexo e cor D = (¥,
(iv) VD e o vazio sdo os unicos sorvedouros em D.

Demonstracao. Para mostrar que (i) im

fortemente conexo. En

Ademais, para cada aresta o de D, fa —
Lema 1. De fato, (i) implica (ii).
Pelo Teorema da dicotomia, (ii) implica (i1i).

Dara mnactrar Avia {131\ ssmemlincag crrsmam~emlen ~aan ala

raia idoiiai quc iy uupuua \1V}, aupuuua quc \lll) let: bt:_]d S
um subconjunto proprio e ndo vazio de V. Como D é conexo, entio
o corte 6(S) ndo € vazio, pelo Corolario 1.2. Como cor D =  entdo
0(S) ndo ¢ orientado. Portanto, S ndo é um sorvedouro. De fato, (iii)
implica (iv).

plica (ii), suponha que D ¢é
ex

14
”n 1+
o D é certamente con
a

e portanto « € cir D, pelo

O.
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Finalmente, (iv) implica (i), pelo Lema 2. A demonstragio do
teorema estd completa. @

Uma orientagdo de um grafo é fortemente conexa se o grafo orien-
tado resultante for fortemente conexo.

TEOREMA 3. Um grafo G admite uma orientagdo fortemente conexa
se e somente se G é conexo e ndo tem arestas de corte.

| o PSSR -, CQiIAGT ha inicia Imente que G
ucrnuu.)uuguu Supomnna inicialmente qu a

fortemente conexa, D. Pelos itens (1) e (ii1)) do Teo-
rema 2, D € conexo € cor D = . O grafo G nd re
pois se uma aresta, a, fosse de corte, entdo {a} seria um
tado, qualquer que fosse a orientagdo de G.

Reciprocamente, suponha que G € conexo € nao tem arestas de
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Teorema 2, basta agora provar que cor D .
Para tanto, suponha o contrario, seja @ uma aresta em cor D.

Como « ndo € de corte, entdo, pelo Teorema 1.3, existe em D um cir-
cuito, C, que passa por a. Altere a orientaciao de algumas arestas em
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aC, obtendo entio um novo gralo orientado, D’, de forma que C
seja orientado em D’. Assim, aC < cir D’'. Pelo Teorema da dicotomia,

cor D' < aD\aC. (1)

Provamos em seguida que cor D’ € um subconjunto proprio de cor D.
De fafn seia S um sorvedouro em D’ de ll\ oD’ (('\ c n’)\nf1 Por-
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tanto, S é um sorvedouro em D, pois ndo foi aiterada a orientagdao de
arestas em aD\aC. Logo, cor D' < cor D\aC. Como o pertence tanto
a cor D como a aC, entdo cor D’ € um subconjunto proprio de cor D,

am cantradicdn a acenlha da D DNa fata r2or DA varzia A damanctrac3n
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do Teorema 3 esta completa. @

4.  Grafos aciclicos

Um grafo orientado D € aciclico se ndo existe em D circuito
orientado. O proximo resultado mostra como se obtém um grafo aci-
clico de um grafo orientado D, mediante a contragao de cada compo-
nente forte a um vértice.
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Seja D um grafo orientado, (4, f) sua orientagdo. A fun¢do de
condensacdo g de D é a fungio de VD em ¢fD que associa a cada vér-
tice v de D o componente forte de D da qual v é um vértice. Para cada
subconjunto X de V, gX denota o conjunto {gv|veX}. A conden-
sagdo CD de D é o grafo orientado tal que ¢fD ¢é o conjunto de vér-
tices de CD, cor D o conjunto de arestas ‘de CD, e para cada aresta
a em aCD, o extremo inicial de « em CD é gia, seu extremo final gfu.

Demonstragdo. Seja S um sorvedouro em D. Temos entio:

(1) Para cada vértice v em V, v pertence a S se e somente se gv

pertence a gS.

Obviamente, se v pertence a S, entio gv pertence a gS. Por outro
lado, se gv pertence a gS entio para algum vértice u forteme
gadoavem D, u pertence a S; nesse caso, pelo Lema 2, v pertence a S.

De (1), seguem imediatamente as seguintes afirmagoes :

(2) O conjunto gS é um sorvedouro em CD.

(3) O corte de gS em CD é igual ao corte de S em D.

De (2) e (3), temos entdo que todo corte orientado em D é um
corte orientado em CD. Portanto,

te li-
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Damos a seguir caracterizagdes de grafos aciclicos.
Uma classificagdo de um grafo orientado D é uma fungdo h de
em N, onde N ¢ o conjunto dos niimeros naturais. A classificagio

¢ consistente se hia < hfa para toda aresta o de D. Uma aresta o

inversdo em relagdo a h se hia > hfx. Assim, k é consistente se

enhuma aresta em D é uma inversio em relagdo a h.

:r"
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(ii) D admite uma classificacdo (injetora) consistente,
(iv) D ndo tem lagos e a relacdo de acesso é uma ordem parcial
sobre VD (isto é, — é reflexiva, anti-simétrica e transitiva).
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A Figura 5 mostra um grafo orientado aciclico D e uma clas-
sificacio injetora consistente de D.

14

//// \\\\ hwy=1  h@)=2 h(x)=3 h@)=4
y/ > Y,
5 D x

Figura 5§ — Um grafo aciclico D e uma classificacdo hde D injetora e consistente.

Demonstragdo do Teorema 5. A equivaléncia de (i) e (ii) segue do Teo-
rema da dicotomia. »
(iii), por indugdo em | VD

PRON ~w s {3\ ;mﬁl;l‘o

Provemos agora que (i) impiica (i), 1idugdo em .

Se VD for vazio entdo (iii) é trivialmente valida. Suponha pois que

VD nio é vazio. Para cada vértice v em VD, seja Sv o conjunto dos

vértices a que v tem acesso. Dentre os vértices de D, escolha um, v,
]

tal que Sv seja minimal.

LEMA 3. Nenhuma aresta de D tem v como extremo inicial.

Demonstragdo. Seja o uma aresta de D. Como ia— fo, entdo Sfa < Sia.
Como D ¢é aciclico, entdo, pelo Lema 1, fo - ia. Por-

’

c Sia\{ia} % Sia. Ou seja, Six nao € minimal. Como esta
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da aresta o de D, entdo, pela definigdo de v,

tanto, Sf:
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vy como extremo inicial. A demonstragao

nenhum
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do lema esta completa. m

k' a VD tal que hv=1+ max{h'u |ueVD'}.
Certamente # ¢ uma classificagio injetora de D. Para verificar que h
¢ consistente, seja a uma aresta de aD. Se a pertence a aD’' entdo
hia = h'ia < h'fa = hfa; se a pertence a aD\aD’ entdo, pelo Lema 3,

ine VD' e fa = v, portanto hia = h'ix < hv = hfe. Em ambos os casos,

hia < hfa. De fato, h € uma classificagao injetora consistente, de D.

Para provar que (iii) implica (iv), seja h uma classificagdo consis-
tente de D. Para toda aresta o de D, hfa > hin e portanto fo # ia;
logo, D ndo tem lagos. Como — é reflexiva e transitiva independente-
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mente de (iii) valer ou ndo, resta entdo mostrar que — é anti-simétrica.
Para tanto, seja P = (v, a,, Vis ..., O, ¥,) UM passeio orientado e nido
degenerado. Como h ¢ consistente, entdo hv; < hv,, ,, para todo j tal

JT i

que 0 <j<n— 1. Como P é ndo ﬂngenerado, entdo hv, < hv,. Por-

- A

tanto, se u e v sdo vértices distintos em D e u — v entdo hu < hv: con-

sequentemente, u«<>v se e somente se u =v. De fato, (iii) implica (iv).

Para mostrar que (iv) implica (i), seja « uma aresta de D: como

D nao tem lagos, entdo ia # fx; como — é anti-simétrica e i — fa,
entdo fo 4 ja: pelo Lema 1, a ¢ cir D. De fato, (iv) implica (i).

A demonstracdo do teorema estd completa. m

Uma orientagdo de um grafo é aciclica se o grafo orientado re-
sultante for aciclico.

Um vértice v de um grafo orlentado D € um vértice-fonte de D
(vértice-sorvedouro de D) se nenhuma aresta de D tem v como seu
extremo final (inicial).

COROLARIO 2. Todo grafo orientado aciclico e ndo vazio tem um
vértice-fonte e um vértice-sorvedouro.

EXERCICIOS

de 1

“

"~

1. Mostre que um passeio orientado de comprimento minim

£

a vem D € um caminho (orientado). O comprimento desse cami-
nho é a distdncia orientada de u a v em D.

O

2. Mostre que existe um passeio orientado de v a v se e somente se
existe um caminho orientado de u a v.

3. Mostre que o passeio orientado, fechado e ndo degenerado C =
= (vy, &y, ¥y, ..o &, ¥,) € um circuito (orientado) se e somente se
Vi» ..., v, forem dois a dois distintos. Confronte esta afirmacéo

com aquela do Exercicio 1.47.
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S um e
aresta o aP existe circuito orientado
tre que a versao nao orlentada desta aﬁrmacao ¢ falsa.

5. Escreva versdes orientadas do Teorema I.1 e do procedlmento
distdncia da Secio 1.6. Modifique o algoritmo assim obtido de
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. (Generalizagdo do Lema 1) — Seja P um passeio orientado em
Vv se
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forma a obter outro que determine um caminho orientado de com-
primento minimo entre dois vértices dados. Escreva um algoritmo
que determina os componentes fortes de um grafo orientado.

) o R e 4

Escreva um algoritmo
comprimento minimo em um grafo orientado.

- nm

ue determina um circul

Na)

Mostre que D nio vazio ¢ fortemente conexo se € somente se

existe um passeio orientado e fechado P em D tal que V' = VP.
Mostre que a af‘rmamn nio é necessariamente verdadeira se subs-
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tituirmos ‘‘passeio”” por ‘“‘trilha

um grafo orientado D, u a origem de P,
que v — u se e somente se aP < cir D.
Ache um grafo orientado D, um subconjunto d de a € um sub
junto Sde V tais que o corte 5(“ de S ndo é orien , a

e d € um corte orientado.

Ache um grafo orientado D com 6 vértices tal que aD =
= cor D = cir D.

Prove que para um grafo orientado D, as afirmagdes seguintes

) H é um componente forte de D,
i) H é um componente forte de D — cor D,
) H é um componente de D — cor D.

Prove que para um grafo orientado D as afirmag¢des abaixo sao
equivalentes
(1) Cada componente de D ¢ fortemente conexo,
(i1) cir D = aD,
(i) cor D = J,
(iv) A relagio de acesso é de equivaléncia,
(v) O conjunto vazio € o unico corte orientado em D

rove que para um gra
equivalentes:

(1) D ¢é aciclico,

(i) cada componente forte de D consiste de um s6 vértice € nao

~ootie aeeactn o

pUbbUl arcsias,
(iii) GD e GCD sao isomorfos.
Seja D um grafo orientado aciclico e C um caminho orientado
de comprimento maximo em D. Mostre que a origem (término)
de C é um vértice-fonte (vértice-sorvedouro) de D.



15. Escreva um algoritmo eficiente que para um dado grafo orien-
tado ndo vazio encontra um vértice-sorvedouro ou um circuito

orientado. )
16. Escreva um algorltmo eficiente que determina se um grafo orien-
tado D ¢ aciclico ou ndo; em caso afirmativo o algoritmo produz

uma classificagido consnstente de D, em caso negativo o algoritmo
produz um circuito orientado em D. Modifique o algoritmo assim
obtido de forma a obter outro que determine os componentes
fortes de um grafo orientado.

17. Escreva um algoritmo eficiente que encontra um caminho orien-
tado de comprimento maximo num grafo aciclico.

18. Escreva um algoritmo que encontra um caminho orientado de
comprimento maximo num grafo orientado. Este seu algoritmo
¢ eficiente?

Seja D um grafo aciclico € ndo vazio. Um caminho orientado C
em D ¢ critico se nenhum caminho orientado em D tem compri-
mento maior do que o de C. Mostre que uma colegdo minima de
cortes orientados cuja unido ¢ aD tem cardinalidade igual ao
comprimento de um caminho critico em D.

[—
O

Seja G um grafo. Mostre que existe uma coloraciio dos vértices de
G com nao mais do que s cores se € somente se existe uma orien-
tagdo de G na qual todo passeio orientado tem comprimento
menor do que s.-

N
.C\

Os resultados deste capitulo fazem parte do folclore da Teoria

dos Grafos. Maiores informagdes sobre grafos orientados podem ser
encontrados em [13], [50] e [110].
elo Teorema 5, os grafos que ndo sdo aciclicos nio admitem
uma classificagio consistente. Dizemos, assim, que uma classificagdo g
de D € dtima se o numero de arestas de D que sdo inversdes com re-
lagdo a g ¢ o menor possivel. Sabe-se que a determinagdo de uma clas-
sificacdo Otima para D é um problema A #?-m-completo [57]. (Veja
o Capitulo B.IV.) No entanto, no caso particular em que o grafo D
¢ planar existe um algoritmo eficiente para encontrar uma classifica-
¢do otima para D [69]. Observamos ainda que a determinagdo de uma
classnﬁcacao consistente para um grafo aciclico também é conhecida

como o “problema da classificagdo topolégica” [60].
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