CAPITULO V

O TEOREMA DE RAMSEY
E SUAS APLICACOES

1. Introducéo

Numa festa com seis Dartlcmantes existem trés que conhecem-se
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dois a dois ou existem trés quc aesconneceim-s€ aGois a QOis.

A afirmagio acima é um corolario de um teorema de F.P. Ramsey
ue sera visto na Se¢do 2. Nas Segdes 3 e 4 damos algumas aplicagdes
o Teorema de Ramsey a Teoria dos Grafos bem como a outras areas
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Inicialmente, reformulamos a afirmagao dada, usando agora a

linguagem da Teoria dos Grafos. A uma dada festa, com participantes
P={p D p_}, associamos um grafo completo G com
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conjunto de vértices P. Para p; # p;, colorimos a aresta de G, com
extremos p; e p;, de vermelho ou de azul, conforme os participantes
pi€p;se conhegam ou nio. Resulta que trés participantes p;, p; i € Pk
conhecem-se dois a dois (desconhecem-se dois a dois) se € somente se

as arestas do triangulo Gip;, p;, p,] sdo todas vermeihas (todas azuis).
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Assim a afirmagido dada é equivalente a p

PROPOSICAO 1. Para qualquer coloragdo, em vermelho e azul, das
arestas de um grafo completo com seis vertices,
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as foram coloridas
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seja v um vértice de G. Como v ¢ incidente a cinco
arestas, pelo menos trés destas sdo vermelhas ou pelo menos trés sdo
azuis. Suponhamos o primeiro caso, e sejam a,, «, € &, trés arestas
vermelhas incidentes a v. Sejam u, #, € u, 08 ou
arestas.
Se alguma aresta de G[u,, u,, u,] for vermelha, digamos aquela
com extremos u; € u;, entdo o tridngulo G[v, ;, u ;1 € vermelho. Caso

contrario, o tridngulo Glu,, u,, u,] € azul. (Veja a Figura 1.)
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Figura 1 — Ilustra¢do para a Proposi¢do 1.
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O caso em n quc v €i
tado analogamente. m
Observamos que as arestas de o
vértices podem ser coloridas de forma que G ndo tenha nem tridngulos
vermelhos, nem tridngulos azuis, conforme mostra a Figura 2.
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dinalidade k. Um k-subconjunto de um conjunto 4 € um subcomunto
de A, cuja cardinalidade é k. Denotamos por p,4 o conjunto dos k-sub-
conjuntos de A, isto €
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Por uma parti¢do de um conjunto 4 em n blocos B, B,, ..., B,, enten-
demos que os blocos sdo subconjuntos de A4, dois a dois disjuntos, e
cuja unido é A. Note que permitimos que alguns dos blocos sejam

vazios.
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TEOREMA 1 (Ramsey). Dados naturais n, m e k tais que m > k > 1

e n>2, existe um natural { = R (n, m, k),
tal que dados um {-conjunto X e uma particdo de p,X em n blocos B, ,
B,, ..., B,, existem um bloco B; e um m-subconjunto Y de X, tais que

Ve

Y < B,
kI = D

Ja que o enunciado do teorema acima é um pouco complicado,
damos uma descrigao pictorica do processo envolvido. Dado um f-con-
nto X, formamos uma lista dos seus k-subconjuntos e colorimos cada

um destes com uma de n cores d ispom'v'ei" O Teorema 1 afirma que,
se ¢ for suficientemente grande, qualquer que e;a a coloracdo, sempre
encontraremos um m-subconjunto Y de X , tal que todos os k-subcon-

juntos de Y tém uma mesma cor.

Para demonstrarmos o Teorema 1, necessitamos de um estudo
mais detalhado do caso no qual particionamos os k-subconjuntos de X
em apenas dois blocos, isto €, n = 2. Este caso pode ser assim enunciado

TEOREMA 2. Dados naturais m, , m, € k, tais que m ,m, > k > 1,
existe um natural ¢ = S(m,, m,, k), tal que dados um
{-conjunto X e uma parti¢cdo de p, X em dois biocos B, e B,,

existe um m.-subconjunto Y de X, tal que p,Y, < B,,

- 1

ou

existe um m,-subconjunto Y, de X, tal que p,Y, < B,

Antes de demonstrar estes teoremas, apresentamos definigdes
indutivas das fungdes R e S, cuja existéncia € afirmada nos Teoremas
1 e 2, respectivamente. Quanto a S, temos

Smy,my,1)=m; + m, — 1 para m;,m, > 1 (1)
S(k,m,, k) = m, para m, > k > 1 (2)
Sim,, k, k) =m, para m; >k > 1 (3)

e Smy,m,, k) =1+ S(S(m, — 1, m,, k), b(ml,m2 L k), k—1)
para m;,m, > k > 1 (4)

Deixamos ao leitor a demonstragido de que o valor S(m,, m,, k)
esta bem definido para todo m,, m,, k, tais que m,,m, > k > 1 e que

Sim m k) = S(m m K > k

U\I'il, ";2, Ny = 1152, 'r;l, vyl v

Isto pode ser feito por indugdo em k, e para cada valor de k > 1, por
indugdo em m, + m,. Note que na prova do Teorema 2 usaremos
um esquema de indugdo analogo a este.
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Os valores de S(m,, m,, k) sdo ‘“‘enormes’, mesmo para valores
1 2

“pequenos” de m,, m, e k. De fato, pode-se demonstrar que a fungdo
S cresce mais rapidamente do que qualquer fungido primitiva recursiva
[94]. Aqui nos contentaremos em mostrar que

S(5,5,3) ~ 109395,

ilustrando ao mesmo tempo a definigio de S.

Inicialmente, observamos que, para m,,m, > 2,

. o (m+m,—2)
b(ml,mz,z)=\ <

] (5)
\ I’I’ll 1 /
onde o lado direito representa um coeficiente binomial. De fato, de
(4) e de (1),
Sm,,m,,2) =1+ S Sm, —1,m,,2), Sim;,m, — 1,2), 1) =
Sm, —1,m , 2+ Sm,,m, — 1,2).
\\AS] ’ 29 %7 1 \\bAS s =
Agora (5) segue por indugio sobre m, + m,, aplicando-se a formula
<\
[P\ _(p—1\_ [p—T1)
e N L Y
\9/ 9/ \1T7 7
Temos entao:

SG5,53)=14+ 5(54,5,3), SG,4,3),2).

Torna-se necessario calcular S{4, 5, 3) = S, 4, 3):
§@4,5,3)=1+ 5(53,5,3), S44,3),2)

=1+ S(S3

Assim,
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Usando-se a aproximagdo de Stirling:

obtém-se
S(5,5, 3) ~ 106395,

Isto €, para escrevermos o valor exato de S(35, 5, 3) necessitamos de
mais de 6 000 algarismos, ou seja pelo menos trés paginas deste texto!

Recomendamos ao leitor que reflita sobre a estima itiva do valor de
S(6, 6, 4).

Quanto a fungdo R, temos a defini¢do indutiva:
R(2,m, k) = S(m, m, k) para m > k > 1 (6)
e
Rn,m k)= S(Rn— 1,mk),mk)paran>2em=>k =1 (7

O leitor ndo tera dificuldades em verificar que o valor de R(n, m, k)
esta bem definido para n > 2 e m > k. Notamos apenas que

1 s e

Rinym,1)=nm—1)+ 1 para n =22 em = 1.
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Passemos as demonstragoes dos Teoremas 1 e 2.

Demonstragdo do Teorema2.. No que segue, consideramos triplas
ordenadas de naturais (m,, m,, k) com
otamos S(m..m.. k) por £ e supomos dados

m m > EF >1 Den
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um ¢-conjunto X e uma partigio de p, X em dois blocos B, € B,. A
o 4

stard provada para a tripla (ml, m,, k), ao
exibirmos um m,-subconjunto Y, de X, tal que p, ¥, & B, ou um
m,-subconjunto Y de X, tal que p, Y, € B

Demonstramos o teorema por indugdo sobre k e chamamos esta

an dn teorema
AW (3

[»Ye)
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(]

indugdo de externa. Para k=1, { =m, + m, — 1 (de (1)), e para
todo conjunto Z, podemos 1dentiﬁcar p,Z com Z. Resulta entao:
|B,|+ |B,|=|X|=€¢=m, +m,— L 9)

Se | B,| = m,, entdo para qualquer m, -subconjunto Y, de B,

7 A ¥4 P n
p,Y, =Y < B,.

Se por outro lado | B, | < m,, resulta de (9) que | B, | > m,, logo para
qualquer m,-subconjunto Y, de B,,

p,Y,=7Y

2 2

< B,.
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Isto prova a base da indugdo externa.
Quanto ao passo da indugio externa, fixamos um valor dek > 1
supomos a afirmagdo verdadeira para triplas (m;, m,, k —1). De-
monstramos a afirmagio para triplas (m, , m, , k) por mducao sobre

m, + m,, indugdo esta que chamamos de interna.

A base da indug@o interna ¢ dada pelo caso em que m, + m, = 2k.
Como m, ,m, > k, segue que m, = m, = k. De (2), temos que { =
logo |p,X| = 1. Assim B, ou B, ¢ igual a p, X, bastando tomar ¥, = X
, respectivamente.
er o passo da indugdo interna

m,, k), com m, + m, > 2k e supomos a afirmagdo ser verda

para triplas (m}, m}, k), com
m/ +m) <m + m,.
Se m, = k, entdo de (2), { = m, e se B, # (J, tomamos qualquer

elemento de B, para Y, . Se por outro lado B, = , entio p X = B,,
logo Y, = X satisfaz a afirmagao. Raciocinio analogo resolve o caso
em que m, = k. Finalmente, se m,,m, > k, colocamos

! — oy £/
m, = S(m

__ 1_ PR Cf... ana >
1,m,,k) e m, = Sim,, m, — 1, k),

e assim, de (4),
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D, € D, 10TiNani UiMa par rti

indu¢do externa, X’ contém

’ . ! ! !
um m;-subconjunto Y, com p,_, Y, < B
ou

In
&y

E suficiente considerar o primeiro caso, pois demonstragdio analoga
vale para o segundo. Temos entdo:

Y| =m| ep._,Y, S B, (11)
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Definindo agora, para i = 1,2

1 2 YRR L2 B
V' | — s — Claaa 1 2 I\
| £ 44 = 118y AU Ly, iy 5 Ny

pela hipotese da indugdo interna, Y contém

um (m, — l)-subconjunto Y, com p, Y| € B/,
ou
...... l_..vu. srend o~ LI/ mamn e LTI/ c n’/’
ulll Illz uoLonjumo 71 29 CoulIIl pk 1 2 = DZ'
No segundo caso, € suficiente tomar Y, = Y/, ja que
p.Y, = B/ < B,.
No primeiro caso tomamos
e’
Y =Y/ uU{x}.
Afirmamos que p, Y, = B, . De fato, os k-subconjuntos de Y, que ndo
contém x sdo k-subconjuntos de Y. Logo, pertencem a B} que € um

-

subconjunto de B,. Por outro lado, seja 4 um k-subconjunto de Y,
que contém Xx. Entao A = A\{x} ¢ um (k — 1)-subconjunto de Y’l.

(11), A’ B;. Pela construgdo de B;, A" v {x} = A€ B,. Isto
completa a demonstragdo do teorema. m

R(2,m, k) = S(m, m, k).

A tese segue do Teorema 2. Fixamos agora um valor de n > 2 e su-

mATIAS N I’ar\rnmn wvardadaie~n saen tAadA s/ tal Asia DV — s o e

PVILIVD U WvVUlLlilIa veluauliiv pala uv n, uwal ‘LIUC L > 1.
Sejam ¢ = R(n, m, X um {-conjunto ¢ B,,B,, ..., B, os

k),
blocos de uma parti¢ao de p,X. Definimos

-~

B, =B, UB,u..UB
B; e B, formam uma particdo de p, X em dois blocos. Com

{ = R(n, m, k) = S(R(n—1,m, k), m, k),

resulta do Teorema 2, que X contém
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um R(n — 1, m, k)-subconjunto Y ,compY < B,
um m-subconjunto Y,, com p, Y, < B,.

0 segundo caso a tese € verificada parai = ne Y = Y,. No primeiro

Bl =®Y)nB, (=12 .,n-1),

formam uma parti¢do de p,Y,. Como

Y, | = R(n—1,m, k),
a hipotese da indugdo implica que existem um i € um m-subconjunto Y
de Y, tais que p, Y < B}. A tese segue dlretamente \pois B < B,.m

Encerramos esta secdo com trés observagoes.

Recorrendo ao principio da indugio tramf_n (veja por exemplo
no livro de Halmos [47]), podemos ehm r a indugdo dupla usada na
demonstracdo do Teorema 2. Para tanto,

Q de N x N x N, definido por
Q={(m1,m2,k)eN X

m
Sobre o conjunto Q definimos a relagio <

Conmderamne o suhconiunto
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m,,m,, k) < (m’l,m’z,k’) sse k <k
ouk=kem+m,<m +m
ouk=k'em+m,=m +m,e

0 Teorema 2 pelo principio da indugido transfinita, usando esta boa-
ordem, corresponde exatamente ao que foi feito na demonstragio
apresentada.

ﬂnPerns observar agora, que o Teorema de Ramsey é uma gene-
ralizagdo do “‘principio da casa do pombo’’. Este principio afirma que
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ao distribuir n + 1 nnmhnq em n ¢
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a ap
contendo dois pombos (confronte isto com o Ex CI’ClClO D I 31). Pois
bem, o caso particular do Teorema 1 para k = 1, isto é, quando par-

ticionamos os 1-subconjuntos de X, vale dizer o proprio X, afirma que
lveja (8)):
“Se X € um conjunto de cardinalidade R(n, m, 1) = n(m—1) + 1,
e B,, B,, ..., B, ¢ uma partigdo de X, entdo existe um i, tal que
| B;| = m.”
Esta afirmacdo ¢ uma conseqiiéncia simples do principio da casa

AV § ¥\ 9 uiilia vansa



do pombo. Porém, uma analise cuidadosa da demonstracdo do Teo-
rema de Ramsey, revela que este é obtido através de uma iteragdo com-

plexa do caso particular em que k= 1. Tal iteragdo € descrita pelo

A~
o dupla empregada na demonstragio do Teorema 2,

Pprocesso dei G
acrescido da md

¢do com a qual provamos o Teorema 1
Finalmente observamos que oS Teoremas‘ 1 e 2 afirmam a exis-
téncia de naturais, para valores dados de n, m e k e de m, m, e k,

respectivamente, possuindo as proprxedades enuncxadas Dai segue a
emtenma de um menor numero natural satisfazendo estas propriedades,

nos casos dos Teoremas 1 e 2, respectivamente. Com esta notagao, os
Teoremas 1 € 2 provam que

R(n,m, k) e s

P S,
rin,m, k) <

(A

b 221 m
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—
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Sim m.. k
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Conhece-se muito pouco a respeito das fungdes r € s; suspeita-se no
entanto que os limites superiores R e S excedem de muito 0s valores
respectivos de r € s. A obtengdo de limites inferiores € superiores ‘‘ra-
zoaveis’’ para r € s € um dos problemas 1m 1---no_rtan_tcs (e aparentemente

| had
dificeis) da Combmatorla. Alguns dos poucos resultados conhecidos

3. O caso particular dos grafos (kK = 2)

O Teorema 2, no caso particular em que k = 2, isto ¢, quando
particionamos os 2-subconjuntos de X, admite varias interpretacoes
na linguagem da Teoria dos Grafos. Damos em seguida uma destas,

que é particularmente (til para generalizagdes. Deixamos outras para
os exercicios. Note que a Proposi¢do 1 é um corolario do seguinte

TEOREMA 3. Dados m,, m, > 2, seja G um grafo completo com

( m, +m, — 23
\ m, — 1 /
vértices. Para qualquer coloragdo das arestas de G com as cores ver-

melha e azul, G tem um subgrafo completo com m, vértices cujas arestas
sdo todas vermelhas, ou um subgrafo completo com m, vértices cujas
arestas sdo todas azuis.



Demonstragdo. Seja X o conjunto dos vértices do grafo G. A coloragio
dada das arestas determina uma particdo de p, X nos
B,, correspondentes as arestas vermelhas e azuis, respecti-

i £\

e
vamente. Agora, de (5)

o« o m, +m, — 2
b(ml,m2,2)=\ m — 1 /
1

Pelo Teorema 2, X contém um m -subconjunto Y ,comp,Y < B
ou um m,-subconjunto Y,, com p, Y S B,. Assim, G[Y,] (ou G[Y,])
€ um subgrafo completo de G, com m ( u m,) vértices, cujas arestas
sdo todas vermelhas (ou azuis). ®

Ja mencionamos que o Teorema 2 deixa em aberto a determinacdo
dos valores de s(m,, m,, k), limitando-se a garantir a sua existéncia

af’rmar aue

v S4L AR ARACAL \1
s(mlsmzsk) b(m‘l’m‘)’k)

Naturalmente, sm ,m,, k)= Sm,, m,, k)yquandok = 1ou m, =k
oum, = k. Todos os outros valores conhecidos de s(m, , m,, k) estdo
contldos na Tabela 1, cujos valores referem-se ao caso particular do

w

.
e’ 3 4 5 6 7
ml
3 6 9 | 14 | 18 | 23
4 9 | 18
k=2
5 14
6 18
7 23

Tabela 1 — Valores conhecidos de s(my, m,, k).

grafos (k = 2). As demonstragdes de alguns destes resultados sio com-

plexas, ndo sendo possivel generaliza-las. Quanto aos ores de
r(n, m, k) a situagio é vial é:

s val
ainda pior. A tnica mformaca 0 nao tr
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Além destes valores, existem varios resultados do tipo:

102 < 5(6, 6, 2) < 210,
13 <s5(4,4,3) <19,
ou 49 < r(4, 3, 2) < 65.

Conhecem-se ainda alguns limites inferiores gerais. Mencionamos
dois aqui. O primeiro, demonstrado construtivamente, afirma que
rin.m.2) > _1_ Iq = F

rin,m, 2) 2 5 I ={.
Por ‘“demonstrado construtivamente” entendemos que baseando-se
na demonstragio, podemos exibir uma n-coloragdo das arestas de um
grafo completo G, com ¢ vértices, que satisfaca a seguinte propriedade:
m,..hu... subgrafo completo de G, com m vértices, € monocromatlco

segundo limite inferior é demonstrado néo-c
sendq obtido pelo “método probabilistico’.
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2, r(n,m,2) > 2n™'?"'. Em particular,
om/2.

v v

Demonstracdo. Consideremos um grafo completo G com ¢ > m vér-
tices. O numero de coloragdes das arestas de G com as
ncores 1,2, ...,n é:

O numero destas coloragdes para as quais G tem um subgrafo
completo de m vértices, cujas arestas sao todasdecori (i=1,2,...,n),
é b, onde

; o (© o
b< ({n'v ™~ ‘2.

Pelo Lema 1, a seguir, se m < { < 2n™271, entdo nb < a. Resulta
que neste caso, existe alguma coloragio das arestas de G, tal que nenhum
dos subgrafos completos de G com m vértices tenha todas as suas
arestas de uma mesma cor. Logo,

r(n,m,2) > 2271
A desigualdade s(m, m, 2) > 2™'2 segue "da observagio de que
s(m, m,2) = r(2, m, 2).



LEMA 1. Se m < ¢ < 2n'272 entdo nb < a.

Demonstrag¢do. E facil ver que

[/ oy me
nb<all"\n'(2) |
= }-\m/ -Jl.
Por outro lado,
VAR s BN m n ~ ~ PN _
({\}nl—(z)=“{ 1) ... (¢ m + l)ni—ni(m—u/z <
\ 1/ 1.2...m
(""’1({_ l)nl_m(m_l)/Z
< =1
Como ¢ < 2n™271 por hipédtese, segue que
/ f\\ 1 -{™ (22— 1ym—1 (2m/2-1 _ pl—mm—1)/2
( n \</ < \ J \ 7] _
\m) 2m-1

=nTmREMTl ) =1 — (1™ — )2 < 1.

Assim, nb < a. m "

Além da determinagdo dos valores de s(m 1,,m,, 2), também sdo
de interesse, para um entendimento completo do problema, as colo-
ragdes, em vermelho e azul, das arestas de grafos complétos G com

s(m,,m,,2) — 1 vértices, para as quais G nem contém um grafo
completo vermelho com m, vértices, nem um grafo completo azul

IIl
com m, vértices. Os grafos induzidos pelas arestas vermelhas de tais
coleracoes sdo chamados de grafos de Ramsey do tipo (m,, m,). Eles
possuem em geral estruturas interessantes e um alto grau de simetria.
Dois casos conhecidos sdo dados na Figura 3, outros podem ser encon-
trados nos Exercicios 6 e 7.

Finalmente mostramos que
infinidade de problemas extremos
dois grafos simples, com m, € m, vertices. ‘O Teorema 3 implica que
para valores suﬁ01entemente grandes de ¢, qualquer coloragio das
arestas de um grafo completo com { vértices em vermelho e azul,
contém um grafo isomorfo a G,, cujas arestas sdo vermelhas, ou um
grafo isomorfo de G, , cujas arestas sdo azuis. Chama-se mimero gene-
ralizado de Ramsey r(G,, G,), a0 menor valor de ¢ satisfazendo a
afirmagao acima. Definem-se amda grafos de Ramsey do tipo (G,, G 2

aos grafos induzidos pelas arestas vermelhas das coloracdes de um

Teorema de Ramsey da ugar a uma
na Tcoria dos Grafos Rf-iam (Jl e GZ

i SR SINVO. v jair U

[72] Ol
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v o / . / \
\ / /
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Figura 3 — Grafos de Ramsey do tipo (3,3) e (3,4).

grafo completo com r(G,, G,) — 1 vértices que nem contém um G,

vermeiho, nem um G, azul
Algun d-ste, s problemas estido resolvidos, em outros casos tém-se
apenas resuitados parciais.

4. Qutras aplicacées do Teorema de Ramsey

Nesta secdo apresentamos tr€s ap
referentes as areas de Geometria, Teori
Semigrupos Finitos.
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Uma aplicacdo a Geometria

TEOREMA 5. Dado um natural m > 4, existe um menor natural f(m),
tal que quaisquer f(m) pontos no plano, trés a trés ndo
colineares, contém m pontos que sdo vértices de um poligono convexo.

Demonstracdo. A demonstragio utiliza dois lemas geome
0
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[45] ou [102].

>

LEMA 2. Entre cinco pontos no plano, trés a trés ndo colineares,
existem quatro que sdo os vértices de um quadrildtero convexo.

LEMA 3. Se entre m > 4 pontos no plano, trés a trés ndo colineares,
cada quatro sdo os vértices de um quadrildtero convexo,
entdo os m pontos sdo os vértices de um poligono convexo.
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Mostramos agora que

De fato, seja X um conjunto de S{m, 5, 4) pontos no plano, trés a trés
nao colineares. Particionamos p,X em dois blocos, como segue

B, ={Aep,X|os pontos em A sio vértices de um
quadrilatero convexo},

aam  zrmea  =a [ I s

Teorema 2, X contém um m-subconjunto

A4
O I.,
ou um 5-subconjunto Y,, com p, Y, < B,. Do Lema
segundo caso é 1mposswel. Do Lema 3 segue que os m pontos em Y,
sdo os vertices de um poligono convexo. ®m
Quanto aos valores da fungdo f(m), sabe-se que, para m > 4

[em—
.

Conjetura-se, por outro lado, que f(m) = 2™~ 2 + 1 para todo m > 4.
Observamos que o limite inferior acima e a demonstragio dada do
Teorema 5, implicam que

s(m,5,4) > 2"~

9 -~

Uma aplicagao a Teoria dos Numeros

TEOREMA 6. Dado um natural n > 2, existe um menor natural
n), tal que para qualquer parti¢do do conjunto

(1,2, ..., gn)}

em n blocos, existem numeros x, y e z num mesmo bloco, tais que

X+ y=_

o
—

Demonstragdo. Vamos mostrar que

g(n) < R(n, 3, 2).

De fato, seja ¢ = R(n, 3, 2). Dada uma partigdo de X = {1,2, ..., ¢}
em n blocos C,, C,, ..., C,, definimos a seguinte particdo de e p,X:

B,-={{j1,j2}ep2X| lj, —J, | € C} i=12..n.

Pelo Teorema 1, existe um bloco B; e um 3-subconjunto {j,, j,,j,}
de X, tais que {1,,1,} {1,,/,}, {Vl},vls} pertencem a B;. Assim

L P
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"<

Ijl —J; i’ ijz —J; i’ ijl = Js | € C;.
Sem perda de generalidade, podemos supor que j, > j, > J- Co-
locando

x=jy—=Jp Y=l J3¢2=) ~ s
1. . b oxy e = 7 D A o lada » 4 v = ~»
resulta que€ x, y, 2z € L,;. Por outro 1ado, x +y=2. &

Quanto aos valores da func o g(n), sabe-se que:

e um limite inferior para g(n) é também um limite inferior
2). Esta é uma das razdes dos esforgos para determinar

TEOREMA 7. Dado um semigrupo finito S e um natural m > 1,

existe um menor natural k = k(S, m) tal que toda
seqiiéncia (a,, a,, ..., a,) de elementos de S contém m segmentos con-
secutivos, 0 vroduto de cada segmento sendo um mesmo idempotente

e de S. Mais precisamente, existem e€ S e 1 < j, <j, < ... <Ju <
< jm+q, < k, tais que
— — — —_— — p2

all a.lz'l a.iz a.i3'l - alm Jm+1~1 e= e

Demonstragdo. Mostramos que para m = 2,
k(S,m) < R(|S|,m+ 1,2).
(Para m = 1 o resultado segue do caso em que m = 2.) De fato, seja
{ =R(S|,m+1, 2) Definimos a seguinte particdo dos 2-subcon-
juntos de X = {1,2, ..., ¢}:
— I‘-' 1l € ﬂ —
Ba: s Js €4 I ,eai...aj_l=al ( ES)

Pelo Teorema 1, existem e € S e um (m + 1)-subconjunto Y de X, tais

que p,Y € B,. Sendo Jj; <J, < ... < Jjm+, 0s elementos de Y, resulta
que {j,,/,}> {_/,,],} e {J,5J3} pertencem a B, isto é
e=all ...a.’.'z_1 =aj2 03 1 =
— ~ \ {~ ) Yy = 22
- \u“ -Uj2_1) \ujz ..-uls_li —_— .

Logo e = e2,isto é, e ¢ um idempotente de S. A tese segue da pertinéncia
de {il ’jz}’ {jz’j3}’ seey {jm’jm+ 1} a Be' n



EXERCICIOS

1.
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Dados naturais m,, m, > 1, mostre que existe um menor natural
{ = h(m,,m,) tal que toda sequenc1a s=(r,,r,, .., r,) de nime-

21 contam 1ima
res réais coniem uma

ou
uma decrescente de m, termos. Mostre que h(m,, m,) =

=m;—1)(m,—1)+1. (Uma subseqiiéncia crescente de m termos
de s éumaseqiiéncia (r;,, 7, ...,r; ), talquel <i, <i,<...<i, <{
er,<r,<..<r.)

Na 4
UClllUl oul

rea
Dadosn >2em.,.m,, ... m,
t=Nm,m,,.. m,,, k) tal que dados um {-conjunt
parti¢do de p, X em n blocos B, B, , ..., B,, existe um i (
e um m;-subconjunto Y de X, tais que p, Y < B;.

de
, existe um menor natur

v
-
v §
""O
IS
T ¢}
c
=
oo

meros definidos no exercicio amerlor satisfazem

@ Nm,,m,,..m,, k).s 1+ Nm,,m,, ..., m,’,.,k— 1), onde
m omi_ ,mi—1, mi ., ....,m,k),

n,m,, ...m,)=1+ Y (m—1),

- 7 < m, +m, + ... + m, — n)!

(m, — ! (m, — D! ...(m, — 1)’

Mostre que todo grafo simples com s(m, , m,, 2) vértices tem um
subgrafo completo com m, vértices ou um conjunto independente

an saa PRy SR
(4

uc Ss¢ S("l — 1 "12,4) < A("ll,"lz — 1,2) S40 ¢
pares, entdo s(m,,m,,2)<s(m, —1, m,,2)+ s(m,,m, — 1,
Como uma aplicagdo, mostre que s5(3, 4, 2) <

o

. Mostre que o grafo cujos vertices sdo os residuos 0,1, ..., 16

7 1"’\

(m 1/7) € no qual vértices i e _] sdo a(l]acen[es S€ € Somente S€
'—izil +2 4+4 +8 (mod 17) é um

rafo de Ramsey do

AR AT W

~

, 2, +4, +8 (mod 17) é um g
A W ¢

tipo (4, 4). Mostre que s(4, 4, 2) = 18.

Mostre que s(4, 4, 3) < 19. Ache o melhor limite inferior que
vocé consegue para s(4, 4, 3).



10.

Pt
—

13.

14.
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17.

O Teorema de Ramsey e suas Apucacoes

w
~J

Mostre que f(4) =5 e f(5) = 9. (Veja Teorema 5.)

Mostre que para n > 3, r(n, 3,2) < nr(n — 1, 3, 2) + 2. Usando
r(2,3,2) = 6, mostre que r(n,3,2) < |n'e] + 1. Conclua que

g{*i) < |n'e] + 1. (Veja Teorema 6.)

Mostre que g(2) = S e g(3) = 14 (veja Teorema 6). Mostre que
para todon > 3, g(n) > 3g(n — 1) — 1. Mostre que g(n) > %3"
paran > 2. Conclua que r{n, 3,2) > —é— 3"

. Mostre que se S for um grupo finito, entdo k(S,m)=m | S |

Mostre que se S é um semigrupo finito, entdo k(S, 1) < 2'5

(Veja Teorema 7.)

Usando os Exercicios 3 e § e os resultados na Tabela 1, mostre que
5(5,5,3) <2 x 10*4°3.

Compare os limites inferiores para r(n, m, 2), dados pelo Teorema
5 e pelo limite inferior construtivo.

t , u
atural { = R (n, m, k), tal que da
o de X* em n blocos B,, B,, ..., B,,
existem um bloco B; e um m-subconjunto Y de X, tais que Y z c B,.

(Aqui, X* denota o produto cartesiano de X com si mesmo, k vezes.)

—
V2]
—

l

= ¢ (m, p), tal que p
de integridade D, de caracteristica distinta de 3, X cont¢ém um
m-subconjunto Y, tal que paratodo x, y, zem Y, x? + yP 4+ zF # 0.

Sugestdao — Observe que para a, b e D, o polindmio ax?+ b

tam nAa ma n
111 11V 111AALLILILIV 1/

+ s(p + 3, s(2p + 2, m, 2), 3).

Dados naturais m,, m, > 2, prove que existe um menor natural
= h(m, , m,), tal que toda ordem parcial finita de cardinalidade
pe]o menos ¢ contém uma cadeia de cardmalldade m, ou

ima ant ad Ada s lidada —
ma anticadeia de cardinalidade m,. Prove que n\lul,lnz) =

Dados naturais m, p > I, mostre que existe um menor natural
¢ ara todo #-subconiunto X de um dominio

VR UVVLILWILLY /3 MV Waal aUaasiaas

= (m, — 1) (m, — 1)+ 1. Obtenha o Exercicio 1 como corolario da
afirmagdo acima. (Um subconjunto de uma ordem parcial ¢ uma
cadeia (anticadeia) se seus elementos forem dois a dois comparaveis
(incomparaveis).)



18. Prove a versdo infinita do Teorema de Ramsey: Dados naturais
n > 2ek > 1, um conjunto infinito X e uma partigdo de p, X em
n blocos B,, B,, ..., B,, existem um bloco B; € um subconjunto
infinito Y de X, tais que p.Y € B,.

Pt
.\Ci

Dados naturais n,m > 1, prove que existe um menor natural
{ = p(n, m), tal que dada uma particdo do semigrupo llVl’C )
(Z* = Z*\l), gerado por X, em n blocos B,, B,, ..., B,, toda
palavra de £* de comprimento pelo menos ¢ pertence a L* BFX*
para algum i, I < i < n. Prove que p(m, n) = m". Conclua que
m". {(Veja Secao D.1.2))

r(n,m,2) > m". (Veja 2.)

g
20. Dados naturaisn > 2, m > k > 1 e p > 1, prove que existe um
menor natural € = ¢(n, m, k, p), tal que dados um alfabeto X de
cardinalidade p e uma parti¢do de Z* em n blocos B, B,, ..., B

toda palavra em X*, de comnrlmento pelo menos ¢, con

HN
o
'B
=t
B
a

Y
k pertencem a um mesmo bloco B;. (Dadas palavras x € y em X*,
x € uma subpalavra de y, x < y, se existem um natural g e palavras
Xis Xgs woes Xgs Voo yl., coes Voo tais que X =XX,..X, €ey=
= VoX V1 oo Xgq- ASSim X<y se 1 4
embaralhamento de {x} com Z* (veja Ex
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versdo infinita de seu teorema (Exercicio 18), e que vem sendo estu-
dada em Logica Matematica. Recentemente o Teorema de Ramsey

tem inspirado avangos significativos em Combinatoria [40 [82] [88].
Os niimeros de Ramsey contidos na Tabela 1 foram d
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por Greenwood, Gieason, Graver e Yackei {4i], {43], |3
inferior construtivo para r(n,m,2) é de Giraud [37], enguanto o
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Teorema 5 € baseado no trabalho de Erdos [28]. Neste artlgo classico,
Erdos introduziu o ‘“método probabilistico”” que tem sido aplicado
extensamente na obtengdo de limites inferiores e superiores para pro-
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bhlemas extremos P31 Oc¢ niimeraoc generaliz de Ramsey foram
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introduzidos por Chvatal e Harary [14]. Progressos mais recentes
podem ser encontrados em [11].

O Teorema 5, bem como os limites € a conjetura para a fungdo
f(m) sdo devidos a Erdos e Szekeres [30], [31], [117].



O Teorema 6 é de Schur [106], antecedendo o proprio Teorema de
Ramsey. Maiores detalhes sobre a fungio g (n) podem ser encontrados
em [126].

b
tragdo da decidibilidade de problemas na Teoria dos Autématos
Finitos [74], [76]. O Exercicic 18 ¢ de Schiitzenberger [109]



