CAPITULO IV

COLORACAO DE VERTICES E
O TEOREMA DE BROOKS

1. Coloracdo de vértices
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Uma colorag¢do de vértice de fo G & um

em conjuntos 1ndependentes. (Podemos dizer que uma coloragdo de
vértices de G consiste em dar a cada vértice uma cor de forma que
veértices adjacentes tenham cores dlferentes) Para um inteiro s, uma

loragdo p de G tal que |p| < s. Se G admite

é s-colordvel. (Observe que se G tem 1|

coloragdes, ao passo que se G ndo tem lagos entdo
Gelv |-coloravel) O niimero cromdtico crom(G) de G é o menor in-
teiro s tal que G ¢ s-coloravel. Os grafos das Figuras 1 e 2 tém nimeros
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Figura 1 — A roda de cinco pontas Figura 2 — O pentagono tem
tem ndmero cromatico 4. ntmero cromético 3.

TEOREMA 1 (Brooks). Seja s um inteiro e G um grafo sem lagos, e
sem subgrafos completos com s+ 1 vértices.
Se s > 3 e g(v) < s para todo v em V entdo G é s-colordvel.

Demonstra¢do. Suponha que, pelo contrario, existam grafos que

satisfagam todas as condigdes do teorema mas que
ndo sejam s coloraveis. Seja G um tal grafo com um nimero minimo
de vértices. Observe que pela defini¢do de G, removendo-se um vértice



x quaiquer de G obtém-se o grafo G’ = G — x que é s-coloravel. Para
cada s-coloragdo de G’ é necessario que se usem todas as s cores para
0s 1 Vé ertices x,, x,, ..., X, adjacentes a x em G, pois caso contrario
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isponivel a x e portanto G seria s-colora

a is v vel.
Como g(x) < s, entdo t = s ¢ podemos supor que os vértices
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Supondo o grafo G’ assim colorido, temos entio:
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LEMA 1. Vértices x; € x; (1 <i,j<s e i #j) estdo no mesmo com-
or

1
ponente C;; do s_-bo rafo B;; mduzido pelo conjunto de véi-

tices de cores i e j.

Demonstragdo. Caso contrario a permuta das cores i € j no componente

de B;; que tem x; como um de seus vértices fornece

uma s-coloragio de (: em que os veértices x; € x; tém ambos a mesma
cor j, em contradigdo a obrigatoriedade de colorir X, .0y Xg COM S
cores diferentes. m
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EMA 2. C.. é uma c
i

pelas arestas de um cammho em

adeia, (1 < i, j<s e i#)).
Cij.

Demonstragdo. Pelo Lema 1, existe um caminho (na’i degenerado)

(Vos %ys Vi oons 0, v,) de X;

X;)-
Observe que Xx; é “rlja
J. Ademais, como g(x;) < s entdo gG’'(x;) < s— 1 e portanto v, €0
unico vértice de cor j adjacente a x;, pois caso contrario x, poderla

ser recolorido com uma cor diferente de i. Portanto, o grau de X; em

’
r A 1
C,; € 1. Analogamente, o grau de x; em C;; é 1

Para completar a demonstragdo do Lema 2, basta agora mostrar
que para todo k tal que0 < k < n, 0 grau de v, em C;; ¢ 2. Para tanto,
suponha o contrario, seja k o menor inteiro tal que 0 < k < neo grau
de v, em C;; ¢ distinto de 2. Como v, ¢ adjacente a Vi—, €4V, por
sua vez distintos, entdo o grau de v, em C;; € maior do que 2. Nesse
caso, v, pode ser recolorido com uma cor diferente de i € j € 0 novo
componente C;; terd x; = vy, v,, ..., V,_, como vértices, nio tera
nenhum dos vértices v,, Vidgs ooos v,l = x;, em contradi¢do ao Lema 1.

De fato, C;; ¢ a cadeia G[aC]. =

[
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LEMA 3. O vértice x; é o tnico comum a C;; e Cy, (1 <i,j,k=<s,

i#j#k#i)
Demonstragdo. Suponha que w é um vértice em V\{x;} comum a
C;;e Cy. Entdo o graude wem C;; e em C;, ¢ 2 e por-
tanto w pode ser recolorido com uma cor diferente de /, de j e de k;
neste caso, os vértices x; € x; ficardo em componentes distintos, do

novo B;;, em contradicio ao Lema 1. m
Como G nio tem um subgrafo completo com s+ 1 vértices,
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cadeia C,, contém um vértice y adjacente a x,, mas distinto de x,.
Ap6s intercambiar as cores 1 e 3 na cadeia C,,, as novas cadeias C;
e C,, conterdo ambas o veértice y distinto de x,, em contradi¢do ao
Lema 3. A demonstragio do Teorema de Brooks estd completa. @
EXERCICIOS
1. Acompanhe a demonstragio do Teorema de Brooks para o grafo G
da Figura 3.

Figura 3

2. Mostre que a demonstragdo do Teorema de Brouks induz um algo-
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ritmo polinomial (linear).
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ch Avicts o ractrinrX A © 2 e~ amitzmnindA A~ Tonraman
ue existe a restricio s > 3 no enunciado do Teorema de Brooks?

4. (Teorema das cinco cores) — Pode-se provar que todo grafo planar
simples ndo vazio tem pelo menos um vértice com grau menor do
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que ou igual a cinco. Baseado nesta propriedade, demonstre que
todo grafo planar simples € S-coloravel.

I :
5. Mostre que todo natural k ¢ o nimero cromatico de algum grafo

A

sem trian

Saaa alla

2-coloravel.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS
Em 1852, Francis Guthrie concebeu

quatro cores’’: todo grafo planar sem lagos é 4-color
também [103]). Observe que o grafo da Figura 1 ¢ planar

cromatico 4; portanto a ‘“‘conjetura das trés cores’ é falsa. P
lado, a “‘conjetura das cinco cores” é verdadeira, sua demo
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¢ bastante simples. (Veja, por exemplo, {129], ou [6], veja Exercicio 4).
A conjetura das quatro cores foi provada por Appel ¢ Haken em

1976 [2], com o auxilio do computador, apos resistir durante mais de
cem anos ao ataque de combinatoricos, algebristas e topologos, que

forneceram inumeras demonstragoes falsas. Dentre essas, a mais fa-
mosa parece ter sido a de Kemne [581. durante dez anos aceita como
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correta. Apesar disso, a técnica por ele utilizada, de “‘cadeias de Kempe”,
fo1 aqui aplicada com sucesso na demonstragdo do Teorema de Brooks.
Esta ndo ¢ a demonstragio original [9], mas sim a de Melnikov e Vizing
[79].

Determinar se um grafo ¢ ou ndo 2-coloravel é bastante simples
vide Exercicio 6). Por outro lado, determinar se um grafo é k-coloravel
3) € um problema AZ?-m-completo [57]. Mesmo deter-
minar se um grafo planar € ou ndo 3-coloravel é AZ-m-completo
[114]. Por outro lado, determinar se um grafo planar é k-coloravel
(k = 4) € trivia eorema das quatro cores; basta verificar
s¢ o grafo tem ou ndo lacos.
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