EMPARELHAMENTOS E COBERTURAS

1. O problema dos casamentos

A P de rapazes e outro N de mogas, qual a
condi¢do necessaria e suficiente para que SE]& possivel casar todas as
mogas em N com rapazes em P, de forma que 0 esposo d cada moga

seja um dos rapazes de quem ela goste?”” Esta pe rgunt conhecida
como o nroblema dos casamentos e tem a seg umte Qt ) “nara
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numero de mogas em X.
Damos a seguir uma versdo formal do problema e de sua solugéo,
esta conhecida como o Teorema de Hall.

T Tenn 1
Um conjunto ¢ de arestas de um grafo G cobre um conjunto X

de vértices de G se cada vértice em X incide em peio menos uma aresta
em 7. Um conjunto ¢ de arestas de G é um emparelhamento se t consiste
de ligagdes duas a duas ndo adjacentes.
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TEOREMA 1 (Hall). Um zrafo com bipartigao |
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LEMA 1. A4 condi¢do de Hall é necessdria (ou seja, se exzste um em-
narelhamento em G gue cobre N entdo | I]{Y\ > Xl

l.lul CHIRITIVIIL U Ty o At LS V4 T A T LR T 224 %4 Ry = 2

para cada subconjunto X de N).

Demonstracdo. Suponha que G tem um emparelhamento que cobre

N. Seja t um tal emparelhamento, X um subconjunto

de N. Vamos provar que | Adj(X)| > | X | definindo uma injegao
f de X em Adj(X). ‘

Para tanto, seja v um vértice em X. Como ¢ cobre N, entdo v € o

extremo de (exatamente) uma aresta em ¢, digamos, a(v); seja f(v) o

extremo de a(v) em P. Ora, para v e v’ vértices distintos em X, a(v) €

a(v') sdo arestas distintas e como ¢ ¢ um emparelhamento entdo f(v) e



f(v') sdo vértices distintos em Adj(X). De fato, f é uma injecio de X
em Adj(X) e portanto | Adj(X)| > | X |. Como esta conclusio vale
para qualquer subconjunto X de N, entdo o lema esta demonstrado. m

LEMA 2. 4 condicdo de Hall é suficiente (ou seja, se | Adj(X) | > | X |
1 A7 ~

para todo subconjunto X de N, eniGo G tem um emparema-
mento. que cobre

Demonstracdo. Suponha que | Adj(X) | > | X | para todo subconjunto
X de N Suponha, como hipétese indutiva, que para
todo grafo G’ com biparticio {P',N'} e com | VG | < | VG|, se

| AdjG'(X) | > | X | para todo subconjunto X de N', entio G’ tem
um emparelhamento que cobre N'.

Note que se aG ¢ vazio entdo Adj(N) é vazio: nesse caso, como,
h potese, | Adj(N) | > | N|, entio N
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hamento vazio coore N. buponha entao que aG contém (pelo
menos) uma aresta, digamos, a. Seja u o extremo de o em P, v seu ex-
tremo em N.

Seja Lo grafo G-{u, v} Note que {P\{u}, N\{v}} é uma bipartigio
de L. Ora, se | AdJL(X) | > | X | para todo subconjunto X de N\{v},
entdo, por indugdo, L tem um emparelhamento, ¢, que cobre N \{v};
nesse caso, t U {a} ¢ um emparelhamento em G que cobre N.

Podemos entdo supor que N\{v} tem um subconjunto, S, tal que
| AdL(S) | < | S |. Por hipétese, | Adj(S) | = | S|. Pela deﬁmgao de L,
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Adj(S) < {u} U AdJL(S). Logo, u pertence a Adj(S) e | Adj(S) | = | S |
(vide Figura 1).
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Figura 1 — O conjunto S em G e os subgrafos H e K de G.



Seja H o grafo G[S U Adj(S)] e K o grafo G-VH (vide Figura 1).
Note que {S, Adj(S)} e {N\S, P\Adj(S)} sdo biparti¢des de H e K,
respectlvamente Note também que como | AdiL(S) | < | S| e como S

14
¢ um subconjunto de N\{v}, entdo S ndo ¢ nem o va
- |

tanto | VH | e | VK| sﬁ mbos menores do que |V |.
Basta entdo provar que | AdjH(X)| = | X | para todo subcon-
junto X de S e | AdjK(X) | = | X | para todo subconjunto X de N\S.

Porque entdo, por indugdo, H e K tem emparelhamentos tH e tK
que cobrem S e N\S, respectivamente; nesse caso, tH U tK ¢ um
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Para provar que | AdjH(X)| > | X | para todo subconjunto X
de S, basta notar que se X é um subconjunto de S, entdo AdjH(X) =
= Adj(X) por definicio de H e | Adj(X)| = | X | por hipotese.

Para provar que | AdjK(X) | > | X | para todo subconjunto X
N\S, note inicialmente que AdjK(X) = Adj(X v S)\A4dj(S) por

efinigdo de K. Portar
| AGKO0 | = | AdiX U )| — | AdS) |
Por hipotese, | Adj(X u S)| = |Xu S|=|X|+ |S]|; logo,
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| Ad: 3
| AGKX) | 2 | X |+ | S| — | 44i(S) |

Finalmente, como |S|= | Adj(S)|, entdo | AdK(X)|=|X|.
A demonstragio do Lema 2 completa a demonstragio do Teorema

de Hall. mm

Com base na demonstracao do Lema 2 (e a asser¢ao do Lema 1),

e | o
represeniamos na rigura <« O asu* itmo Hall C, A’, P\. dados um

grafo G e uma bipartigio {P, N} de G, Hall(G, N, P) determina se
todo subconjunto X de N satisfaz a desigualdade

| 4dj(X) | = | X|.
Em caso negativo, Hall(G, N, P) determina também um subconjunto
X de N tal que | Adj(X)| < | X |; em caso afirmativo, Hall(G, N, P)
determina também um emparelhamento em G que cobre N.

Na descri¢do do algoritmo, certos comandos tém nome, para
facilidade de referéncia. Trés desses comandos, a saber, recursdo L,
recursio H e recursio K, correspondem a chamadas recursivas do
algoritmo. Assim, o comando recursio H deve ser interpretado da
seguinte maneira: ‘‘chame Hall recursivamente para determinar se

todo subconjunto X de S satisfaz a desigualdade | AdjH(X) | >
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em caso afirmativo, atribua o valor sim a satisfaz e um emparelha-
mento que cobre S a fouX; em caso negativo atribua ndo a satisfaz e
um subconjunto de S que ndo satisfaz a desigualdade a rouX™.

procedimento Hall(G, N, P):
inicio
se aG é vazio entdo se N ¢é vazio
entdio devolva sim,
sendo devolva ndo, N;

paan £
€m U,

{escolha} seja a uma arest
u, v « extremo de o em P, extremo de o em N,

{remogdo} L « G\{u, v};

{recursio L} satisfaz, touX < Hall(L, N\{v}, P\{u});
se satisfaz entdo devolva sim, touX U {a};
S « touX;
se | Adj(S) | # | S | entdio devolva ndo, S;
H « G[S v Adj(S)];

{recursio H} satisfaz, touX « Hall(H, S, Adj(S));
se ndo satisfaz entdo devoiva ndo, touX

sendo tH « touX;

K « G-VH,

{recursio K} satisfaz, touX < Hall(K, N\S, P\Adj(S));
se ndo satisfaz entdao devolva ndo, touX

conan devalva Sl"", tH O touX
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Figui'a 2 — O algoritmo Hall (‘‘G satisfaz a condi¢do de Hall?”’).

EXEMPLO 1. Considere o grafo G da Figura 3, com biparti¢do
{ w~ ar) . ay I's ) ™~ .
{P, N}, onde N = {v,, v,, v,, v,, vgj. Durante a exe-
cugdo do algoritmo Hall, os comandos escolha e remogdo deverdo

ser executados varias vezes: cada vez, alguma aresta « do grafo devera
ser escolhida, seus extremos removidos do grafo; suponhamos que
se dé preferéncia a aresta a,; com o maior indice 2i (se existir alguma).

Qo acte oritarin
Se este critério de escolha for adotado € o algoritmo mecanicamente

seguido, entdo o comando escolha sera executado 31 vezes, até que
o emparelhamento {a,, a,, @, a,, .} seja obtido. Esta afirmacdo

segue da Proposi¢do 1, Cu_]a demonstracao fica a cargo do leitor,
como exercicio.
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Vo V2 Vg Ve vg N
o)
1431 / a3 / Qs /7 Qq / Qg
/ / / /
/ / /
/ / / //
(023 Qa4 Qe Qg
4 g 4 { o
Vi Va Vs | & Vo ' P

Figura 3 — O grafo do Exemplo 1.

PROPOSICAO 1. Para cada natural positivo n, seja G, o grafo que
tem {v,, V,, ..., V,,_,f COMio conjunto de vértices,
{oy, ..., &,,_, | como conjunto de arestas, onde, para cadai(1<i<2n-1),

a aresta a; tem os vértices v;_, e v; como extremos; sejam N, e P, os

i
conjuntos {v, st s Van_o} €{V}5 Vs -oe Vo | respectivamente. Entdo
{ n ar ) ’ 1 . e o~ 7 Pl ™ A L b e A PPN
{P,, N,} é um ozparncao de G, uaa’a preferéncia a aresta 0y COM
2i mdximo a a execugao do comando esmlha entdo este serd exe-
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cutado 2" —1 vezes até que o emparelhamento {o,, 0y, ..., %yn_ |
(que cobre N,) seja obtido.

polinomial equivaiente a-Hall, ““‘uma vez que | Aaj
cor vprtrr‘aﬂu ara r‘ud uam an 7' |
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mente, tal raciocinio é falso: daremos a seguir outr
do Lema 2, que induz um algoritmo eficiente.

Dado um conjunto ¢ de arestas de um grafo G € um conjunto X

es

r )
de vértices de G, Xt denota o subconjunto de X que consiste da

vértices que 1nc1dem em pelo menos uma aresta em !.
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Segunda demonstrag¢do do Lema 2 (suficiéncia da condi¢do de Hall) —
Suponha que G ¢ um grafo com bipartigdo { P, N} tal que | Adj(X) | > | X |
para todo subcomunto X de N. Dentre 0s emparelhamentos em G
(ec
que Nt seja maximal.

Pelo Lema 3, abaixo, N tem um subconjunto S tal que | Adj(S) | +
+ | N\Nt| = | S|. Ora, se ¢ nio cobre N entdo N\Nt ndo é vazio e
portanto | Adj(S) | < | S|, contradi¢do. Logo, ¢ cobre N.
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LEMA 3. Seja G um grafo com biparticdo { P, N} t um emparelhamento
em G. Entao
ou (1) existe um subconjunto S de N que inclui N\Nt e tal que

| Adj(S) | + | M\Nt | = | S|,

ou (ii) existe um emparelhamento t, em G tal que Nt inclui
(propriamente) Nt e | Nt,\Nt | = 1.

Demonstragdo. Suponha, como hipotese de indugdo, que a assergio
vale para todo grafo G’ com i VG' | < | VG| .
Note inicialmente que se 4dj(N\Nt) for vazio entio o (1) vale trivial-

mente, com S = N\Nt.

Suponha pois que existe (pelo menos) uma aresta, «, com um
em N\N:t. Seja u 0 extremo de o em P, v seu extremo em N\Nt.
Se u pertence a P\Pt, entio (i) vale, com 1, = ru {a} e

Suponha p01s que u pertence a Pt. Seja B a aresta de ¢ que incide
em u, v’ seu extremo em Nt. Note que v pertence a N\Nr e portanto

v e v' sdo distintos (vide Figura 4).

o VEN/Nt Y v EN?
x /ﬁEt
\ //
\ //
\ //
u ERt
Figura 4

Seja G’ o grafo G — u. Observe que {P
deG,et' = t\{ﬁ} um emparelham m
hipétese de indugio é aplicavel a G', com blpartlcao {P\{u}
emparelhamento ¢’

Considere inicialmente o caso em que N tem um subconjunto S
T

que inclui M\Nt' e tal que

Ora, AdjG'(S) = Adj(S)\{u}, por defini¢io de G’; como v/, um vértice
em N\N?', pertence a S, entdo u pertence a Adj(S). Logo,



-
~J
-

Empareihamentos e Coberturas

| AdjG'(S) | = | Adj(S) | — 1.

Por outro lado, N\Nt' = (N\Nr) u {v'} e V' pertence a Nt. Logo,
S inclui N\Nrt e

[ O 3 ~
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De fato, S inclui N\Nt e | Adj(S) | + | N\Nt| = | §|.
Resta agora considerar o caso em que G’ tem um emparelhamento,
t',, tal que Nt, inclui Nt' e Nt’+ \Nt' € unit'rio Para tanto, seja w o

vértice em Nt;\\Nr Se w e v forem distintos, entdo (ii) vale, com
t, =1, u{f}eNt,\Nt = {w; Sewev comc1curem, entdo Nt, = Nt
e nesse caso (i) vale,com ¢, = ), U {a} e Nt,\Nt = {v}. Em ambos os

casos, (i) vale. A demonstragao do Lema 3 completa a demonstragdo
da suficiéncia da condigdo de Hall. mm
Com base na segunda demonstragdo da suficiéncia da condigdo
S

de Hall (bem como na assergdo do Lema 1), apresentamo:

guras 5 e 6 os algoritmos Hall2 e Hallauxiliar. Dados um grafo G,
uma bipartigio {P, N} de G e um emparelhamento t em G, Hallauxiliar
determina, se existir, um emparelhamento ¢, em G tal que N¢, inclui

Al¢ a Al¢ \ AJs a 1nnitdrin: racn nm tal ¢+ nan avicta entan ”n”a 1X1 ],a,

1vi € Ivig\uvi € UNiArio, Casy ulll wai ¢4 laU Casswa, Siiav ik 1
determina um subconjunto S de N que inclui N\N¢ e tal que | Adj(S) | +
+ I}V\A’t‘} = Hu i

O algoritmo | Hall2 determina, dado G e uma biparticdo {P, N},
se | Adj(X) | = | X | para todo subconjunto X de N; em caso afirmativo,
Hall2 determina também um emparelhamento que cobre N; em caso
negativo, Hall2 determina um subconjunto S de N tal que
| Adj(S) | < | S|

t « touS,
obtidot , , touS + Hallauletar (G,N, P, 1)
até que nio obtidot , ;
se N\Nt =  entao devolva sim, ¢

fim

Figura 5§ — O algoritmo Hall2 (‘‘G satisfaz |Adj(X)| = |X| para cada subconjunto X de
N?”)-



procedimento Hallauxiliar (G, N, P, 1):
inicio
se Adj(N\Nt) = & entiio devolva ndo, N\Nt;

ha} seja o uma aresta com um extremo em N\Ni;
, V « extremo I]P o em P extremo . rlo o em N:

L %2 ] L]
se u ¢ Pt entdo devolva sim, t U {a};
,B < aresta de t que incide em u;

,G',t' «— extremo de B em N, G—u, \{B};
tido t .. touS «— Haullouxilinr(G' N D\{ul

4y FUMS uw b“"/\rll ul \V 9 4V 4 4 |\ u"
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0 obtidot, entdo devolva ndo, rouS {S}

~
se€nao

se V' € N, entdo devolva sim, rouS U {a}  {t.}
sendio devolva sim, rouS U {f} {t,}

fim e
Figura 6 — O algoritmo Hallauxiliar.
Deixamos ao leitor verificar a seguinte afirmacio
PROPOSICAO 2. O comando escolha de Hallauxiliar é executado
ndo mais do que |aG | vezes, e portanto Hall2
causa a execu¢do do referido comando ndo mais do que | N| |aG |

Um conjunto X de vértices de um grafo G um conjunto x
de arestas do grafo (¢ uma cobertura de x) se cada aresta em x incide

TEOREMA 2 (Konig). Seja G um grafo com biparticdo {P, N}. Entdo
um emnarelhamento mdximo em G tem cardi-
riura mtmma ae aU

:l
N
Q
f‘:
Qr'

Demonstragdo. Pela segunda demonstragdo da suficiéncia da condigio
de Hall, existe um emparelhamento ¢+ em G e um
subconjunto S de N tais que

| Adi(S)| + | N\Nt| = | S|.

Seja Z o conjunto Adj(S) U (N\S). Entdo | Z | ={Nt|=|t].
Resta mostrar que Z é uma cobertura minima de aG e r um em-
parelhamento maximo em G. ‘
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Para mostrar que Z é uma cobertura de aG, basta observar que
para cada aresta o em aG, ou seu extremo em P pertence a Adj(S) ou
seu extremo em N pertence a N\S e em ambos os casos a tem pelo menos
um extremo em Z.

té méximo seja Z' uma cobertur

v - r__ .
& Mminim
s v 1 a 212V y UV &
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de aG e ' um emparelhamento em G. Como Z’ cobre aG entio cad
aresta o em ¢’ tem pelo menos um extremo, dlgamos va,, em Z'. Como
t' ¢ um emparelhamento entdo arestas distintas o € f em ¢’ tém extremos

o

A-n - - ~ -asms ~ .y nm / ’ !
distintos vz € v em Z'. Portanto | #/| < |Z’'|. Em particular, | ¢'| <
o L P ] 1 [ — | I — 1 —
<|Z|= !t!s!Z!e portanto |[1| < |t| e |Z|<|Z"|. De
Lot~ 4 A _.‘_/‘--._- A 7 A emicmizvan a ANt
fato, 1 ¢ maximo ¢ Z ¢ minima. A demonstragdo do teorema de Konig

10
esta completa. @

. Seja G um grafo com bipartigdo {P, N} € k um inte
se g(v) >k >1 para cada vértice v em N e g(v)<k para cada
vértice v em P entio G tem um emparelhamento que cobre N
Mostre ainda que se G é k-regular, k > 1, entdo existem k empare-

ihamentos que cobrem ¥, dois a dois disjuntos.

[ 1Y

2. Sejam n prismas iriangulares regulares (n > 1) tais que cada face
(lateral) de cada prisma é colorida com uma de n cores de forma
que existam exatamente trés das 3n faces com cada cor. Mostre
que é possivel empilhar os prismas pelas bases de forma a obter

outro prlsma trlangular no qual cada face exiba todas n COreEs.

3. Mostre que se um grafo G quaiquer tem um emparelhamento que
cobre um conjunto especificado M de vértices entao | Adj(X) | =
>| X |, para todo subconjunto X de M. Dé um exemplo para
mostrar que a reciproca é falsa. Prove que a reciproca € verdadeira

A

para grafos biparticionaveis. Mostre ainda que se A € 0 maior

51a.u dUD Vé tces d\.« um gra 0o h;pqrﬂninnévpl F en fé(\) QG é a

unido de uma colegio (disjunta) que consiste de A empareinamentos

4. Um grafo G ¢é par se | VG | for par, e impar se | VG | for impar.
Denota-se por iG o conjunto dos componentes impares de um
grafo G. Mostre que oara todo emparelhamento t de um grafo G,
| Auj\A)\A | = | lUlAJ | W '

5. Sejamztet, emparelhamentos em um grafo G. Descreva os compo-

nentes do grafo G[t ® ¢.], onde t @ 1, =t U t,\t nt,. Mostre
que se | ¢, | > | t| entdo existe em G um emparelhamento x tal
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que Vx inclui ¥Vt e Vx\Vt consiste de precisamente dois vértices,
ambos em Vi \V1.

(72]

Seja G um grafo, I(G) o conjunto dos subconjuntos Z de V tai
n t e (V, 1(G))

(¢}

vértices de um grafo G € independente se ne-

de
nhuma aresta de G tem ambos os extremos em X. Mostre que um
i ndente se e somente se N\ X cobre aG. Conchi

11
2222 O 7 A WU ULAS NV AAvi e

:9

€ S € um conjunto independente maximo se e somente se ¥\
na cobertura minima de aG. Dé um algoritmo eficiente

A ead LKV

CD(D

r
AL

pa
obter um conjunto independente maximo num grafo biparticionavel.

D€ exemplos de grafos em que a cardinalidade de uma cobertura

14 . ’
v m
minima de aG e a de um emparelhamento maximo s

” ’ .
7 t a4
Mostre que se 7 ¢ um emparelhamento num grafo G sem vértices de

grau zero, entao uma cobcrtura c(f) de VG pode ser obtida a partir
de ¢ adicionando a ¢ arestas incidentes em vértices de V\Vt. Mostre

que existe uma cobertura c(f) de ¥ que inclui ¢ e tal que |e(r) | +

_|_I I(%VI

P

Mostre que se ¢ € uma cobertura de VG entdo c inclui um emparelha-
mento #(c) tal que |c|+ |t(c)| = | V].

Mostre que se ¢ ¢ um emparelhamento maximo em G e ¢ uma co-
bertura minima d VG, entio |c |+ |t]| = | V].

Mostre que se ¢ ¢ um emparelhamento em G € ¢ uma cobertura
de VG taisque |c| + | t| = | V|, entdo ¢ & minima se e somente
se t € maximo.

Dé um algoritmo polinomial que obtém uma cobertura minima
de VG, G biparticionavel sem vértices de grau zero

Mostre que em todo grafo G, se / € um conjunto independente

maximo de vértices (vide Exercicio 7) e ¢ uma cobertura minima
de VG, entio |I|<|c|. Dé exemplos em que a desigudldade
estrlta ¢ observada. Mostre que para grafos biparticionaveis sem

i
o
e
N
o
Lot |
o
<i
)
o
[72]
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tem um emparelhamento
que cobre N e outro que cobre P entdo G tem um emparelhamento
que cobre V.

Deduza o Teorema de Hall a partir do Teorema de Konig.
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17. (Teorema de Tutte) — Um grafo G tem um emparelhamento que
cobre V se e somente se | Adj(X)\X | > | iG[X] |, para todo sub-

conjunto X de V (a necessidade da condigdo ¢ o enunciado do
Exercicio 4). Demonstre a suficiéncia da condigdo, por inducio

il A Al wasansaadeva ¥ S

em | V|, da seguinte maneira:

(@) Defina um subconjunto S de V como critico se
|Ad](S)\S| | iG[S] | e se S é ndo vazio.

(b) Mostre que V é critico quando G € ndo vazio.
(c) Mostre que se 5 S ¢é critico minimal, entdo nenhum componente

e 0
de GI[S] é par (remova um vértice de um componente par de

(d) Para cada conjunto critico S, defina um grafo H(S) com bi-
particdo {iG[S], Adj(S)\S}, cujas arestas sdo as arestas do cor-
te de S e tal que se a € uma aresta de 6(S) com um extremo, ¥,
num componente impar, C, de G[S], € o outro extremo, v, €m
Adj(S)\S, entdo C e u sdo os extremos de o em H. Mostre que

H(S) tem um emparelhamento #(S) que cobre VH(S).
(¢) Mostre que para cada conjunto critico minimal S, e cada com-

ponente impar K de H[S], se v ¢ o vértice de VK inciden é
aresta de #(S), entdo K'=K—v Lm um cmparelhament qu

rxr 1 X8 740 e 5.\ Vs &l | Tﬂ

cobre VK pois se | AGK (D\T | < | iK'[T]
T < VK, entio S\{v}\(AdjK'(T)\T) € critico.
(f) Mostre que se S é critico entdo G'=G — [S U Adj(S)] tem

um emparelhamento que cobre VG'.
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. Mostre que todo grafo 3-regular sem arestas de corte tem um empa-
relhamento que cobre VG. Sugestdo: use o Teorema de Tutte
(Exercicio 17).

19. Mostre que para toda aresta a de um grafo G 3-regular sem arestas
de corte existe um emparelhamento em G que cobre VG € contém
o

cobre VG.

7, o grafo de Petersen, tem, para cada
uma de suas arestas a, um emparelhamento, ta, que contém o
e cobre VG; mas G ndo possui trés emparelhamentos dois a dois

disjuntos cuja unido € aG. Demonstre estas afirmagoes.
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Figura 7 — O grafo de Petersen
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O Teorema de
[46] em 1935, e st monstragao er vame
outras demonstragoes apareceram deste e téo veja Mirsky [84]). A de-
monstracdo do Teorema de Hall aqui apresentada é de Halmos e
Vaughan [48]. A demonstra¢do do Lema 3 é nova, de Lucchesi e

VYVounoer IIm alonritman aficianta annival
A Uulls\tl \/ 441 ulau; AVAAILV wiiviviilwv V\lul Vel

dado por M. Hall Jr. [44].
KoOnig provou o teorema que leva seu nome em 1931 [63]. Aqui no
entanto damos uma demonstragdo que usa o Teorema de Hall como
lema, apesar de historicamente este ter sido provado posteriormente.
Existem inimeros teoremas na literatura cuja prlmelra demons-

tracan indnz 11im alonritma evnanencial - caomente maic erlp 6 nhtida
uayay iiuul um uxéulxuuu \.«A}Juu\.«u\aun, SUILIVIILY 111aild nu UL U vvuua

outra que induz um algoritmo polinomial. Assim temos por exemplo
o Teorema de Tutte [120] (vide Exercicio 17), do qual Edmonds [23]
deu uma demonstragio que induz um algoritmo eficiente. Outro

72—
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Lucchesi ¢ Younger [70].
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b
que determinam emparalhamentos maximos, conjuntos independentes
maximos e coberturas minimas de aG e¢ VG (vide Exercicios 7, 13
e 14). Para grafos G arbitrarios os problemas de determinar se G tem

uma cobertura de ¢G com no maximo k arestas ou uim conjunto in-
dependente € com pelo mcnoe k vértices (k (jado) sdo A @-m-comnletos

miais para determmar emparelhamentos maximos € coberturas mi-
nimas de VG, G genérico [23].



