FLORESTAS

1. Florestas e arvores

Uma floresta é um grafo sem circuitos. Uma drvore € uma floresta
conexa. (O grafo da Figura 1 é uma floresta com seis componentes,
cada um dos quais € uma arvore.)
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Figura 1 — Uma floresta com seis arvores.

TEOREMA 1. Um grafo é uma floresta se e somente se cada uma de
suas arestas é de corte.

TEOREMA 2. Para iodo grafo G, |VG| < |aG| + |cG|. Ademais a
igualdade subszste se e somente se G é uma floresta.

Demonstragdo. Por indugdo em |aG| Se aG for vazio entdo certa-
mente G é uma floresta e | l lClG' + |CG|

Suponha entdo que aG contém uma aresta, o. Por 1rd ucao,
| V(G-0)| < |a(G-0)| + |c(G-2)|,

e a igualdade subsiste se e somente se G-« € uma floresta.



Pelo Teorema 1.3,
le(G-a)| < |G| + 1,

eaig aldade subsiste se € somente se ndo existe em G circuito que passe
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Ora, V(G-2) = VG e |a(G-a)| = |aG| — 1. Portanto | VG| <
< |aG| + |¢G|. Ademais a igualdade subsiste se e somente se G-x
¢ uma floresta e ndo existe em G circuito que passe por a. Ou seja,

VG| = |aG| + |cG| se e somente s¢ G ¢ uma floresta. m
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TEOREMA 3. Um grafo G é uma floresta se e somente se cada um de
seus subgrafos com pelo menos uma aresta tem pelo
menos dois vértices com grau igual a 1.

Demonstracdo. Considere inicialmente, o caso em que G é uma floresta.

Seja H um subgrafo de G com pelo menos uma aresta, a,
€ sejam u € v os extremos de a. Como G é uma floresta, entdo u e v sdo
distintos. Portanto, (u, @, v) € um caminho em H que passa por a.
Dentre os caminhos em H que passam por a, escolha um, C, que ndo
seja segdo de nenhum outro caminho em H que passe por a. Como
VH ¢ finito, entdo C existe. Sejam n, Vos Vis oo Vs &, ..oy O, tals que
C=(vy,

1> Vys - &, v,). Vamos agora mostrar que vo e v, sao
distintos e tém ambos grau 1 em H.

Para mostrar que v, € v, sdo distintos, basta observar que C é
um caminho que passa por a: portanton > 0 e Vo> Vy» - ¥, S80 dois

a dois distintos.

Para mostrar que o grau de v, € igual a 1 em H, basta provar que
a ligagdo a, ¢ a Unica aresta em H incidente a v,. Para tanto, seja f8
uma aresta em H incidente a v . seia x o mrtrf-\mn dp R distinto de v

ARACE QAL RET N2 22 a aw S~ vo, e Aad Wik vA WASRNS '0-
| P Pal

pertence a V'C (pois caso contrario (x, f, v,)C
ue passa por a, € distinto de C e tem C como se¢io).
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<i<n). Como G ¢ uma floresta, entdo
-, @;, V;) passa por f (pois caso contrario (v,,
vi) v;, B, v,) seria um circuito em G). Finalmente, B,
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pois nenhuma aresta em {a,, ..., a,} incide em v,. De fato, a llgacao
o, € a Unica aresta em H que 1n01de em v, € portanto gH(v)) =
Analogamente a ligagdo a, € a unica aresta em H que mc1de em v, e
portanto gH (v,) = 1.



Para completar a demonstragao do teorema, resta agora considerar
o caso em que G ndo é uma floresta. Seja entdo C um circuito em G. O
subgrafo G[aC] de G tem pelo menos uma aresta e é 2-regular. A de-
monstracio do Teorema 3 esta completa. ®
TEOREMA 4. Um grafo G é uma floresta se e somente se ndo existem
duas trilhas distintas com mesma origem e mesmo
término.
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‘onsidere inicialmente o caso em que G € uma floresta.
ejam am

u, € mesmo término, V.

mentos das trilhas T

um subgrafo de G, é também uma floresta; pelo Teorema
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€ 1, riinas i u, ambas com a mesmma origem,
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1 2
Provaremos, por indugdo na soma dos compri-
e

,ums

Se aT, v aT, ¢ vazio, entdo T, = (w) = (v) = T,. Suponha
pois que G[aT, U aT,] tem dois vértices distintos, ambos com grau 1.
Como cada vértice interno de T, ou de 7, tem grau maior do que 1,
entdo u e v sdo distintos, ¢ ambos tém grau 1 em G[aT, U aT,]. Por-
tanto, existemo, ', T, e T, taisque T, = (u,o, )T eT, = (u,a, u)T,.
Por indugdo, T, = T,. Logo, T, = T,.

Resta agora considerar o caso em que G ndo ¢ uma floresta. Seja
entio C um circuito em G, u a sua origem. As trilhas («) e C sdo distintas,

ambas tém a mesma origem e o mesmo término. A demonstragao
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Dado um grafo G, um subgrafo H de G e uma aresta o de G, H+a
denota o subgrafo de G obtido a partir de H adicionando-se a aresta «
(e, eventualmente, os extremos de a); assim, H + a ¢ o subgrafo de G
que tem VH U ¥ (x) como conjunto de vértices e aH U {a} como

A +
conjunto de arestas.

LEMA 1. Seja H uma subfloresta de um grafo G, o uma aresta de G.
Se H + a ndo é uma floresta entdo o conjunto {aC |C é um
circuito em H + a} é unitdrio.
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Demonstragdo Suponha que H + a ndo é uma floresta, seja C um cir-

cuito em H + «. Como H ¢ uma floresta, entdo C passa
por a. Logo, se u e v denotam os extremos de a, entdo ou (i, «, v) ou
(v, a, ) € uma segdo de C. Uma vez que aC = aR(C), podemos ajustar
a notacio, considerando o reverso R(C) de C se necessario, de forma
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que (u, a, v) seja uma se¢do de C. Sejam entdo C,eC, trilhas em H
tais que C = C, (u, a, v)C,; C,C, € entdo uma trllha de vauem H.
Logo, aC = {a} U aT, onde T &€ uma trilha de v a u em H. Como
circ" oCde H+«a X € COmo T
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esta conclusio valé para tod
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TEOREMA 5. Cada subfloresta F de um grafo G é um subgrafo de
alguma subfloresta mdxima de G.

Demonstragdo. Dentre as subflorestas maximas de G, escolha uma, H,
tal que aF\aH seja minimal.

Vamos provar que F ¢ um subgrafo de H. Ora, H, sendo maxima,
certamente gera G. Basta portanto provar que aF é um subconjunto
de aH.

Para tanto, suponha que, pe o contrario, aF\aH contém uma aresta,
a. Pela defini¢do de H, H + o € uma floresta: seja C um circuito
em H+ a. Como F é uma ﬂoresta e a € uma de suas arestas, entdo C
passa por alguma aresta em aH\aF, digamos, B. Se]a H' o grafo
ema 1, H' ¢ uma floresta. De fato, H' é uma subflo-
resta de G cujo tamanho é i

1voata u4 J 222 a7

(tl

déntico ao de H; ademais, aF\aH’, igual
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a aFP\aH\{a}, ¢ um subconjunto proprio de aF{aH, em contradi¢do a
defini¢do de H. Portanto, F é um subgrafo da subfloresta maxima H

r

COROLARIO 1. Uma subfioresta de um grafo é mdxima se e somente

ce for maximal
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Com base no Corolario 1, apresentamos o algoritmo da Figura 2,
para a obten¢do de uma subfloresta maxima de um grafo G.\V

(1) Tanto neste como noutros algoritmos apresentados a seguir, incluimos novas cons-
trugdes, de significado 6bvio, mas que ndo constam da definigio dada no Capitulo
AL



procedimento subfloresta mdxima (G):
inicio

fim

nara cada aresta de aG faga

14 ~
se F+ o é uma floresta entdo F « F + a;
devolva F

Figura 2 — Um algoritmo para a determinagdo de uma subfloresta maxima de um gra afo G

(para determinar se F+a € ou ndo uma floresta, basta determinar se passa ou
ndo um circuito por a em F+ a; vide Exercicio 1.46).

EXERCICIOS

1. Mostre que um grafo ¢ uma floresta se € somente se cada um de
seus componentes € uma arvore

2. Mostre que para todo grafo G ndo vazio, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

(Y 127 A vima Arunre
1) U U Ullia alvuUly,
i) |V| = |a| + 1 e G € uma floresta,
(i) | V| = |a| + 1 e G é conexo,
(iv) para w e x vértices quaisquer de G existe exatamente uma
trilha de w a x em G

3. Seja G um grafo tal que {a | = | V| + 1, 2 uma aresta de G. Mostre
que G tem um circuit e ndo passa por «

4. Um emparelhamento ¢ de um grafo G cobre um subconjunto X
de VG se cada vértice em X é incidente a uma aresta de 7. Mostre
que nenhuma floresta G tem mais do que um emparelhamento
que cobre VG.

5. Prove que todo grafo conexo G com pelo menos uma ligagdo tem
dois vértices distintos, , tais que G — v, e G — v, s30 ambos
Conexos.

6. Dado um grafo conexo G € um vértice v de G, a excentricidade de

vem G € igual a mam- d_ conjunto de distancias de v aos Ver-

tices de G. Um vértice de G é um ceniro de G se sua excentricidade
em G for minima. Mostre que toda arvore tem no maximo dois
centros, € se tiver exatamente dois centros entdo estes sdo adja-
centes.
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Caracterize a classe dos grafos G nos quais ndo existe mais do
que um caminho de ¥ a v em G, quaisquer que sejam os vértices
uevdegG.

Seja d=(d,,d,,...,d,) uma seqiiéncia de ntimeros naturais
positivos. Mostre que existe uma arvore cuja seqiiéncia de graus

€ d se e somente se Zd; = 2(n — 1). Mostre que existe uma floresta

cuja seqiiéncia de graus é d se € somente se Xd, for par e menor

do que 2n.

Um matréide M consiste de um conjunto finito aM de elementos

chamados arestas e um conjunto CM de elementos chamados

circuitos, que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) cada circuito em CM é um subconjunto ndo vazio de aM,

(ii) nenhum circuito em CM é subconjunto de outro circuito
em CM,

(if) se C, e C, sdo circuitos distintos € a € uma aresta que per-
tence a C, e a C, entdo existe um circuito em CM que € sub-
conjunto de (C, u C,)\{a}.

Mostre que para qualquer grafo G, se cir G denota o conjunto
{aC | C é um circuito em G} entdo (aG, cir G) é um matroide.
Mostre que para qualquer grafo G, se cor G denota o conjunto
de cortes minimais ndo vazios de G, entdo (aG, cor G) é um matréide.
Considere a seguinte definicdo alternativa de matréide: um ma-
troide M consiste de um conjunto finito aM de elementos chamados
arestas € um conjunto /M de subconjuntos de aM, chamados
conjuntos independentes, que satisfazem as seguintes propriedades:
(i) o conjunto vazio é independente,
(i) todo subconjunto de um conjunto independente é indepen-
dente,

m a mesma cardinalidade.

Mostre que se /M denota o conjunto {aF | F é uma subfloresta de

11.

G} entdo (aG, IM) ¢ um matrdide, de acordo com esta definicdo
alternativa. Mostre que se /M denota o conjunto {z|z< aG e
todo corte ndo vazio de G tem uma aresta em aG\z} entdo (aG, IM)
¢ um matroide, de acordo com e i IV

Mostre que se (aM, CM) é um matrdide, de acordo com a defi-
ni¢do dada no Exercicio 9, e se /M denota o conjunto {z | z < aM
e todo elemento em CM tem uma aresta em aM\z} entdo (aM, IM)
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¢ um matroide, de acordo com a defini¢do alternativa, dada no
Exercicio 10.

Mostre que se (aM IM) é um matréide, de acordo com a defini¢ao

alternativa, dada no Exercicio 10, e se CM denota o conjunto de
elementos minimais do conjunto {z|z < aM e z¢ IM} entdo
(aM, CM) é um matroide de acordo com a defini¢ao dada no
Exercicio 9.

Mostre que se S é um conjunto finito e ndo vazio ¢ 4 € um conjunto
de subconjuntos de S tal que | 4 | = | S|, entdo existe um elemento
xdeStalque | 4x| = |S|, 0 nde Ax denota o conjunto {Xu {x}|
XeA}.

Mostre que um grafo G é conexo se € somente se G tem uma sub-
arvore geradora. Escreva um algoritmo linear que determina se
& conexo e, em caso afirmativo, dé também uma subarvore
geradora de G. Escreva um aigoritmo linear que obtém uma

subfloresta maxima de um grafo.
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(Algoritmo de Kruskal). Suponha que associado a cada aresta a
de um grafo G existe um numero real p(x), chamado peso de a

O peso p (H) de am subgrafo H de G ¢ entdo definido como a soma

dos pesos de suas arestas. Demonstrie a segulme proposigao,
emulando a demonstragio do Teorema 5: “‘seja F uma subflo-
resta de G, seja z o conjunto das arestas « em aG\aF tais que F + o
é uma floresta seja o uma aresta em z, de peso maximo, seja ¥
o conjunto das subflorestas de G que tém F como subfloresta.
Enti o F+ a & subfloresta de alguma floresta de peso maximo em
Z . Com base nesta propriedade, dé um algoritmo polinomiai que
determina uma subfloresta de peso maximo de um grafo, dados
o grafo e a fungdo peso, esta através de uma tabela.

Mostre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes, para qual-
quer grafo G conexo:
(i) H ¢ um subgrafo gerador conexo minimal de G,
(i) H é um subgrafo gerador conexo minimo de G,
(i) H é uma subarvore geradora de G,
(iv) H é uma subarvore maximal de G,
(v) H ¢ uma subarvore maxima de G.
Modifique o algoritmo de Kruskal (Exercicio 15) de forma a

obter outro que determina uma subarvore geradora de peso mi-
nimo, de um grafo conexo G.



18. Mostre que um grafo G € uma floresta se e somente se cada subcon-
junto de aG é um corte em G.

19. Mostre que se uma floresta G tem um vértice v cujo grau g(v) é
1

positivo, entdo G tem pelo menos g(v) vértices com grau

20. Sejam F e H subflorestas maximais de um grafo G. Mostre que
para cada aresta a em aF\aH existe uma aresta, f, em aH\aF tal
que (H+a)—p e (F+ p)—a sdo ambas subflorestas maximais
de G

21. Considere o “problema da mochila”: dados n+ 1 nimeros reais
positivos x, ..., x, € y, determine um subconjunto /de {1, 2, ..., n}
tal que
1) Zx; <y

iel

e
(i1) 'Z.."x,- seja o maior possivel.
Mostre gue um algoritmo eganancioso nao obtém um 7 4timo
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(vide Notas Blbllog aficas).

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

O algoritmo da Figura 2 ¢ uma versio simplificada do algoritmo
de Kruskal [64] (vide Exercicio 15). Algcntmos como esses sdo exemplo
tipicos de algoritmos ‘‘gananciosos” (o algoritmo da Flgura 2, por
exemplo, “toma a primeira aresta a’’ que pode ser adicionada a F de

forma que F + a seja ainda uma floresta). Este tipo de algoritmo pode
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ser usado sempre que maximal e maximo forem indistingiiiveis (vide
Exercicios 9. 10. 11 e 12). O conceito de matroide (Exercicio 9) foi

introduzido por Whitney [128] e bastante desenvolv1do por Tutte
[121], [122]. A defini¢do alternativa de matroide (Exercicio 10) foi
dada por Edmonds que também relaciona matroides e algoritmos
Uma versio bastan‘te eficiente (O(|aG|log, log,|VG|)) do algo-
ritmo de Kruskal é dada em [131]. ' ’



