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CAPITULO I

GRAFOS E SUBGRAFOS

1.  Grafos e grafos simples

Muitas situagoes nodem ser convenientemente descritas através
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com linhas que ligam alguns pares des tes pontos. Por exemplo, os
pontos poderiam representar pessoas, as linhas ligando pares de ami-
gos; os pontos poderlam representar centros de comumcacoes as

Um gra] G consiste de um conjunio ¥'G de elementos chamados
vértices, um conjunto aG de elementos chamados arestas € uma fungdo

de incidéncia Y G que associa a cada aresta o de G um par ndo ordenado
de vértices (ndo necessariamente distin tos) de G, chamados de extremos
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¢ representado por um ponto e cada aresta por uma lmh li gand
pontos que representam seus extremos. (Subentende-se que nenhuma
linha passa por pontos que representem vértices outros que os extremos

da arecta carreennndente )
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Convém ressaltar que duas arestas no diagrama de um grafo
podem se interceptar num ponto que ndo representa um vértice. Os
grafos que t€m um diagrama cujas arestas ndo se interceptam a nio
ser nos extremos sao ditos planares. O grafo da Figura 1 é planar (veja
Exercicio 1), ao passo que o grafo da Figura 2 ndo é planar.

Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advém da re

sentagdo em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta sdo inci-
dentes a aresta, e vice-versa. Os extremos de uma aresta sdo adjacentes

(mesmo que coincidam); sdo adjacentes também arestas com pelo

P Y K tode VG AdiG ( X
menos um extremo em comum. Para X um subconjunto de V U, AGjU \A )

denota o conjunto dos vértices de G adjacentes a, pelo menos, um dos
e
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(1) — O termo grafo ndo consta, ainda, nos dicionarios da lingua portuguesa. No
entanto, o uso € unanime, € preferivel em nossa opinido, ao uso do termo grafico.
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Grafo Z: VZ = {A,B,C,D,E, F,G,H,1,J, L}
{1, 2 ,8,9,10, 11, 12, 13}

i YZ (o)

{4, B}
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{4, C}
{4, D}
{C, D}
{C, D}
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Figura 1 — Um grafo Z e uma representacio, em diagrama, de Z.

liga¢cdo caso contrario. A aresta 2 do grafo Z da Figura 1 é um lago;

Y Y
as demais arestas desse grafo sdo ligagdes.

Um grafo G ¢ finito se VG e aG forem ambos finitos; o termo

“grafo” designara sempre um grafo finito. O tamanho de um grafo G
é o inteiro | VG| + |aG|. O grafo vazio é o grafo de tamanho zero,

sem arestas nem vértices.
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Um grafo G é simples se nio tem lagos nem duas ligagdes distintas
com o mesmo par de extremos. Um grafo completo € um grafo simples
cujos vértices sdo dois a dois adjacentes (veja Figura 2). Um tridngulo

4
a 11rnm Clr
é um grafo completo com exatamente 3 veértices.

Dois grafos G € H sio complementares se forem ambos simpies,
com VG = VH e tais que quaisquer dois vértices distintos sdo qdja-
centes em G se € somente s¢ nio o forem em H.

Um n-cubo (n>1) € um grafo simples cujos vértices sdo n-uplas,
ordenadas, sobre o conjunto {0, 1}, e no qual dois vértices sdo adjacentes
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do 3-cubo na Figura 3).
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Figura 3 — Quatro representagdes do cubo (3-cubo).
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Um par ndo ordenado {X, Y} de conjuntos de vértices de um grafo
G € uma biparticdo de G se Xu Y = VG, Xn Y = & e cada aresta

de G tem um extremo em X, o outro em Y. Um grafo G é biparticiondvel
se tiver uma biparticio. (Uma das representagdes do cubo dadas na
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Figura 3 sugere que o cubo é biparticionavel — veja Exercicio 3.)
Usaremos normalmente a letra G para designar um grafo; assim,
‘quando ndo houver possibilidade de ambigiiidade omitiremos a letra
G e escreveremos por exemplo, V, a, Y e Adj, ao invés de VG, aG, yG
e AdjG, respectivamente.

2. Algumas representacdes de grafos
no computador

ma maneira de representar um grafo G no computador, € que

reflete diretamente a definigdo de grafo, co..mte em representar os
conjuntos VG e aG, e a tabela que define a fungdo de incidéncia Y G.
Para tanto, ¢ conveniente ‘““dar novos nomes’ aos vértices e as arestas;

assim, é comum impor as igualdades®’

VG =
aG

(1,2, ..., | VG|)
{ aG |},

N
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A representagiao de VG torna-se entdo trivial: basta ter a cardinalidade
de VG; a representagao de aG fica igualmente simples. A fungdo de
incidéncia Yy G pode nesse caso ser representada pelo vetor de vértices
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i?‘Cidé’ru’é’S, um vetor com |uU| coordenadas em quf€ a j-csnma

nada é um par (i, v), onde u e v sd0 os extremos da aresta j.
Uma outra estrutura que pode ser usada para representar um

grafoGéo vetor de arestas mczdentes um vetor com | VG | coordenadas
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vetor de vértices incidentes quanto o vetor de
o representagdes razoavelmente ‘“‘concisas’ de um grafo.
em que freqiientemente € necessario obter um extremo
rbitraria e uma aresta incidente a um vértice arbitrari

Nas apllca
de uma ares
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(2) — O leitor atento notara que nada ha na defini¢do de grafo que exija que os con-
juntos de vértices e de arestas de um grafo sejam disjuntos. Contudo, se um elemento
¢ usado como uma aresta € como um vértice, deve-se deixar claro, a cada uso, se
se trata do vértice ou da aresta.



pode-se usar o par de vetores de incidéncias, que consiste do vetor de
vértices incidentes € do vetor de arestas incidentes.
Nas aplicagdes em que fregiientemente se torna necessario de-

tarminar ca Adnigc vAart:
rimiinar S€ Gois verud

langar mio da matriz de adjacéncias, uma matriz quadrada com | VG |
linhas e | VG| colunas, onde o elemento correspondente a i-¢sima
linha e j-¢ésima coluna ¢ igual ao nimero de arestas cujos extremos
sdo os vértices i e j. Convém ressaltar que esta matriz a rigor nao re-
presenta um grafo, pois ‘“‘ignora os nomes das arestas’.

Outra representagdo de um grafo |G [é a|matriz de incidéncias,
uma matriz com | VG | linhas e |aG | colunas, em que o elemento da
i-esima linha e j-ésima coluna é o numero de vezes (0, 1 ou 2) que a
aresta j incide no vértice .
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Dois grafos G e H sdo iguais se VG = VH,aG = aH e yG = Y H.

Se dois grafos sdo iguais entdo podem certamente ser representados
pelo mesmo dia grama Por outro lado, grafos distintos podem, as
nnnnnn e ermamseno e amm acann o~ A e ama am o o 2w mama oo
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dos vértices e arestas. Por exemplo, o grafo Y, ilustrado na Figura 4,
¢ distinto do grafo Z ilustrado na Figura 1 no entanto, ambos sdo
representados pelo mesmo diagrama. Dizemos entdo que Y e Z sdo
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isomorfos. De fato, é possivel “dar novos nomes aos vértices e as
arestas de Y, de forma a torna-lo igual a Z”.

Formalmente, um grafo G ¢é isomorfo a outro H se existirem bijegdes
f: VG > VH e ¢: aG — aH tais que para cada aresta x de G, seu e v

sdo os extremos de « em G, entdo f(u) € f(v) sdo os extremos de ¢ (x)
em H®): o par (f, ¢) é entdio um isomorfismo de G em H. Convém
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ressaltar que se G € isomorfo a H entdo H ¢ isomorfo a G: portanto
pode-se simplesmente dizer que G ¢ H sdo isomorfos (veja Exercicios

10 e 22).
Note que se G e H sdo grafos simples, entdo G ¢ H sio isomorfos

Trww

se e somente se existe uma bije¢do f de ¥G em VH tal que, para quais-

auer vértices u e v de F 17 6 v eadn adiacentec fem () ce e comente ce
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f(u) e f(v) sao adjacentes (em H) (veja Exercicio 16).

1

(3) Assim, fYG ()] = Yy H[ ().
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Figura 4 — Um grafo Y isomorfo ao grafo Z da figura 1, e um isomorfismo (f, $)de Yem Z.

Um grafo G é autocomplementar se for simples e isomorfo a outro
H, com G e H complementare

«f222 2225235

Um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G. Um
G ¢ transitivo nos vértices se para quaisquer vértices u e v exist

b | bty Gad
automorfismo (f, ¢) de G tal que f () = v. Analogamente, G é tran-

Sitivo nas arestas se para quaisquer aresta s o € B existe um automor-
fismo (f, ¢) de G tal que ¢(a) = B.
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4. Cardinalidade e inclusdo. Subgrafos

Dado um conjunto C de conjuntos, dizemos que um conjunto

m em C & mdximo em C se nenhum conjunto em C tem cardinalidade

maior do que a de m; analogamente, um conjunto m’ de C € minimo
em C se nenhum conjunto em C tem cardinalidade menor do que a
de m’.

EXEMPLO 1. Dado um grafo G, um emparelhamento em G € um

PR t da b: p 3 1¢ .
conjunto ¢ de ligagdes de G duas a duas ndo adjacentes.

Considere o grafo da Figura 5, seja C o conjunto dos emparelhamentos

nesse grafo. Entio nem o emparelhamento {2} nem o emparelhamento

{2, 5} sio maximos em C; os emparelhamentos {1, 3, 5} e {1, 3, 6!,
o~ L

por exemplo, sio ambos maximos em C. O emparelthamento vazig €
o unico minimo em C.

ID E F G

o

/ / /
1 2/ 3 4/ 5 6/
/ /
A B C

Figumls — O grafo dos Exemplos 1 € 2.

Dado um conjunto C de conjuntos, dizemos que um conjunto
m em C é maximal em C se nenhum conjunto em C inclui propriamente
m; analogamente, um conjunto m’ em C é minimal se nenhum conjunto
em C é um subconjunto proprio de m'.

~ Swaia

nem o emparelhamento {2} nem o emparelhamento
{2, 4} sio maximais em C; os emparelhamentos {2, 5} e {2, 4, 6} sdo
ambos maximais em C. O emparelhamento vazio ¢ o inico minimal
em C.
Pode-se demonstrar que todo conjunto finito € nao vazio de
conjuntos ﬁmtos tem elementos maximos € minimos, € que todo ele-
mento maximo ¢ maximal, todo elemento minimo ¢ minimal (vide
Exercicio 27).
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Um grafo H ¢ um subgrafo de outro G (H < G) se VG inclui VH,
aG inclui aH e, para toda aresta de H, seus extremos em H sio também

subgrafo de G, mas distinto de G. O grafo da Figura 6 é um subgrafo

4 * 1
proprio do grafo Z da Figura 1.

B 2 Eo 73
/
1/ / 13/
/
o —0
A c L 11 I
Figura 6 — Um subgrafo préprio do grafo Z da Figura 1.

Dado um conjunto C de grafos, um grafo G é mdximo em C se
nenhum outro grafo em C tem tamanho maior do que o de G; um
grafo H é maximal em C se H nio é subgrafo proprio de nenhum. grafo
em C. Analogamente se definem grafos minimos e minimais.

Para X um subconjunto de V, o subgrafo de G gerado por X, G X],
€ o subgrafo H de G tal que VH = X e aH ¢ o conjunto das drestas
de G que t€m ambos os extremos em X (vide Exercicio 29). Para X um

subconjunto de ¥, v um vértice de V, G-X abrevia G [\X] e G-v abrevia

G-{v}.
e A Y oL

G se H € um subgrafo de G tal que G =
= G[VH]. Grafo H & um subgrafo gerador de G se H gera G. Assim,

4

um grafo H gera G se e somente se H é um subgrafode Gcom VH = VG
(vide Exercicio 30).
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G que tem a\x como conjunto de arestas; em particular, para « uma
aresta em aG, G-o abrevia G-{a} (vide Exercicios 31 e 32).

D. Graus

O grau gG (v) de um vértice v em G é o numero de arestas inci-
dentes a v, cada lago sendo contado duas vezes. Em todo grafo, a soma
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dos graus de seus vértices € igual ao dobro do nuimero de arestas (Exer-

cicio 33).
Seja G um grafo com n vértices 1,2, ...,n; a seqii€ncia (g(1),
g( ) ..., g(n)) & a seqiiéncia de graus de G. Uma seq {iéncia de naturais

é grdfica se for a seqiiéncia de graus de algum grafo simples. Convém
ressaltar que existem grafos ndo isomorfos com a mesma seqii€éncia
de graus (vide Exercicio 34).

Um grafo é regular se todos os seus vertices tém o mesmo gra
aso haja necessidade de se explicitar o grau, k, comum a todos

U)u
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o hat . Alenn e antd
vértices, diremos. entdo que o grafo € k-regular.

0. Passeios
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Dlzemos que P éum passelo dev,a
e o término de P, reqnectlvamente

5 = w2y Livail

internos de P; VP e aP denotam os conj Ntos {Vy: - Vpy € {05 -0 %}
respectivamente; o passcio as ; € por v, (¢;€aP e v;€ VP).
Admite-se o caso em que n = 0, no qual P ¢é entdo dito degenerado
O comprimento de P é o inteiro n. O passeio (v,, &,, v no1s , 04, Vo)
é o reverso R(P) de P. Uma secao de P é um passeio que € uma subse-
qiiéncia de termos consecutivos de P. Se as arestas a,, ..., ®, de P
forem duas a duas distintas entdo P é uma trilha. Se os vertices vy, ..., ¥,
forem dois a dois distintos entio P é um caminho. Se a origem € O
término de P coincidirem e P ndo for degenerado entdo P € fechado.
Se P for uma trilha fechada e se v, ..., v, forem dois a dois distintos

entio P € um circuito.

; 0s vértices v, € v, s30 a origem

vértices v, ..., V,_, $80 vértices
1 1 !N
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Sejam P e Q passeios (v, @, , v1 s eeey O, V)€ (uo; Bty s oo Bs )
em G, respectlvamente tais que v, .0 passelo (vo, 19 vl s cees Oy

Vs By tys -oes Bms Um) ¢ o produto Q de P e Q nesta ordem.

EXEMPLO 3. No grafo Z da Figura 1, P= (4,1, B, 3,C,4, A

5.D,5,A4,1, B,2, B) ¢ um passeio de 4 a B de com-
prl“‘ento 7. A & sua origem, B é seu término, B, C, 4, D sdo internos
em P, VP = {4, B,C, D}, aP = {1,2,3,4, 5}; P ndo é uma trilha,

nem um caminho, nem um passeio fechado Por outro lado, Q =
= (B,2,B,3,C,4, A) ¢ uma trilha nio fechada, mas ndo € um ca-

\-7—777
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minho. A segdo (4,1, B,3,C) de P é um caminho. A secdo (4,1,
B,3,C,4, A) dePeummrcmto ao passo que a trilha fechada (4, 1, B,
2, B, _ ndo € um circuito.

> W ¢
: 0
>
N
e’

distdncia de um vértice u a outro v em G é o minimo
primentos dos passeios de u a v em G. (Se ndo existir nenhum passeio
de u a v entdo dizemos que a distincia de u a v é infinita. ) O didmetro
de G € o maximo das distincias entre vértices de G. A cintura de G é o
comprimento do menor circuito em G. (Se ndo houver nenhum cir-
cuito entdo dizemos que a cintura é infinita.)

Veér ti“e v de G se existe um passeio de u
a vem G, a relagio de ligagdo é certamente de equivaléncia.

3&.

TEOREMA 1. Seja u um vértice em G. Defma a seqiiéncia So, S,
Sy, ... de subconjuntos de V indutivamente da segumte

maneira, onde S ; denota

U l

Adj (S,- \S<i_, s k > 0,

n
V.

| {u} se k

(i) para todo k, S, é o conjunto dos vértices de G cuja distdnciaa u é k ;
(1) existe um inteiro € tal que £ < | V |, Sy, S, ..., S,_, sdo todos
ndo vazios e S,, S¢4 45 ... 840 todos vazios.

Provaremos, por indugio em k, que D, = S,. Evidentemente, a
igualdade vale para k = 0, uma vez que D sdo ambos iguais a

RAAAIWVNI eu“l\’
{u} Suponha pois que k > 0. Admi 1ipotese de indugio,

que D, = S, para cada r < k — 1.

Para provar que S, = D,, seja v um vértice em S,. Por definigio
de S, , v pertence a Adj (S, _ NS« -, - Por hipétese de indugdo, v per-
tence a Adj(D,_ \Dg,_,.

Como v pertence a A4dj (D, _,), entdo
D, _, e uma aresta, a, com extremos v ¢ w. Como W pertence a l),,.1 ,
entdo existe um passeio, P, de comprimento k — 1, de u a w. Ora, o
produto P (w, a, v) é um passeio de comprimento k, de ua v ; portanto,

v pertence a Dg,. Mas v pertence também a \D_ k-, - Logo, v per-
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tence a D, \D,_,. Ou seja, v pertence a D,. Como esta conclusdo
vale para todo vértice v em S,, entdo S, < D,.
Para provar que D, < S,, seja v um vértice em D,. Entdo existe
um passelo P= (ug,o,,uy,...% 4)deuay,e de comprimento k
Como k > 0, entdo, (uy, %,, Uy, -0y F—y>5 U,_,) € uma secio de P
de comprimento k—1, de u a u,‘_l Logo, u,_, pertence a Do, _,.
Seja r < k tal que u,_, pertence a D,_,. Pela hipotese de indugio,
U, pertence as,_ 1 Como «, tem extremos ¥, _, € v, entdo v pertence
a Aaj (S,-,)- Por definigdo, v pertence entdo a S, (pois ou v pertence
S<,_, ou v pertence a S. = Adj (S, ,)\S<,_,) Seja s<r<k tal
que v pertence a S;. Pela hipotese de indi cé o,s=k, pois se s <k
entdo v pertence a Ds, contradi¢do, pois v pertence a D,. Ou seja, o

vértice v, de D,, pertence a S,. Como esta conclusio vale para todo

[ 4
+
értice v em D,, entdo D, € §,.

<

/2

De fato, D, = S, para todo k. A demonstra acdo de (i) esta com-

Demonstracao de (ii) — Como todo passeio de comprimento mi-
nimo entre dois vértices é um caminho (veja Exercicio 44), entdo
nenhum vértice dista | V| de u (pois se um passeio tem comprimento

| V| entdo passa pelo menos duas vezes por algum vertlce) De (i),
S! v = @ beja { o menor inteiro tal que o, = }0 Entdo ¢ < |V‘
S,,S,, .- S, -, sio todos ndo vazios. Ademais, como Adj (D) = O,

segue de um argumento indutivo que S,, S, ,,, ... $30 todos vazios.

A demonstragdo de (i) completa a demonstragao do teorema. B
Baseados no teorema, descreveremos o algoritmo distdncia

Flgula 7), que determina o vetor de distdncias de u, um vetor com |
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coordenadas onde a i-ésima coordenada é igual a distincia de u ao
vértice i. O algoritmo pressupde que G € dado pela quadrupla (m, n,
arestas, vértices), onde m = |VG| n=|aG|, arestas € o vetor de
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0] pnmelro passo- do algoritmo ¢ a inicializagdo do vetor s de
distancias de u € da fila S. O vetor s € inicializado fazendo cada uma de

’

suas coordenadas igual a oo, exceto a u-ésima, que € igual a zero. A
fila S é inicialmente unitaria, e consiste do vértice u.
Durante o processo, a fila S con51ste dos vértices cujos adjacentes

precisam ser examinados. Ademais, se S = (v, ..., v,), entdo para
algum r, com 0 < r < p, todos os vértices v, , ..., ¥, tém a mesma dis-
tancia de u, digamos k — 1; todos os VETtiCES V, ;15 - V) distam k de u;

cada vértice que dista nio mais do que kK — 1 de u ou pertence a
{v > ..., v,} ou seus adjacentes ja foram todos examinados.
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O marcador * € utilizado nas coordenadas de arestas a fim de
examinar os conjuntos que representam, deixando o vetor arestas
intacto ao fim do processo.

Deixamos ao leitor verificar que existem constantes b, ¢ e d tais
que distdncia executa no maximo bm + cn + d operagdes. Dizemos

entdo que distdncia € um algoritmo linear (no tamanho do grafo).

procedimento distincia (m, n, arestas, vértices, u):
{s € um vetor com n coordenadas que ao fim do processo sera o

vetor de distancias de u}
inicio
I« 1;
enquanto i<nfaga s[i], i « o0, i+ 1;
su], S <0, {u);

enquanto S # ( ) faga

w, S « car(S), cdr(S);
arestas[w], k « arestas[w] # *, s[w] + 1;
enquanto car (arestas[w]) # * faca
inicio
o «— car (arestaslwl);

PPN PPy R |

aresias |w) <« Lur (uft’b A[Wj) # o 4N

x1, x2 « vértices|a] [1], vértices [oc] [2];

se x]1 = w entdo z «— x2 sendo z « xI;
se s[z] = oo entdo s[z], Sk, S # z
L2 .
1im ;
arestas [w] « cdr (arestas|w]) {remove x}
fim;
devolva s

fim
Figurg 7 — Algoritmo distdncia.

/. Componentes, conexdo e cortes

Conforme foi visto na segdo anterior, a relacio de ligagdo é de
equwalénma portanto, a re 1 acdo de ligagio induz uma partigio p
de V tal que dois vértices s 1 _do se e somente se pertencem ao

P YE vwiivwiil QYU

mesmo elemento de p. O conj
definido como sendo igual a {
componente de G.

componentes de G, ¢G, é entdo
X ep}. Cada grafo em ¢G é um
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Um grafo é conexo se quaisquer dois de seus vértices sao ligados.
Evidentemente, cada componente de um grafo € conexo. (O grafo Z
da Figura 1 ndo é conexo; a Figura 8 mostra os quatro componentes
do grafo Z.)

M\
2
B
F ° H
y ¢ < Vi
// AN \ /
) 4 AN c 12\ / 10
6
S 7
N / J
N\~ G -
- G :
oF
13 9
/ \ H,
/ \\
/ N\
L 1 1
Hj

Figura 8 — O grafo Zda Figura 1 e seus quatro componentes H,, H,, H; e H,.

Um subconjunto S de V separa os vértices u € v se um dos vértices
u e v pertence a S, o outro a ¥\S. A cada subconjunto S de V podemos
associar o conjun
chamado o

A
as arestas cui extremos S cppara esse Ccor _}lm to

W

1to das arestas cu 10
rte associado a S e é denotado por 4G (S); assim, 0G
trem o

co
A ~ vt n o n‘ A
o conjunto das arestas de G que tém ur

1 At Ak1
\S. Convém ressaltar que 6 (S) = d( ed(@=F=0V)U
subconjunto d de aG é um corte em G se for o corte associado a algum

a~ o~

(D

3-3

subconiunto de V. Uma aresta o é de corte se {a} € um corte. Um corte
d separa .0s vértices u e v se for o corte associado a algum subconjunto
de V que separa u e v.

Um subgrafo H de G é isolado em G se toda aresta de G com pelo
menos um extremo em VH é uma aresta de H; assim, H € isolado se €
somente se H = G[VH] ¢ 6G(VH) = .
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EXEMPLO 4. No grafo Z da Figura 8,

(1) o conjunto S = {4, C, D, J} separa B e D, separa J e E, mas nio
separa-nem A ¢ J, nem E e I.
(if) o corte 6Z(S) associado ao conjunto S = {B, C, F} é o conjunto
{1,4,6,7,8,12}.
(1) o conjunto { 3,4,5,9, 11} é um corte (associado, por exemplo, a0
conjunto {4, B, F, H,J, I}); nem o conjunto {8, 10, 12} nem o
conjunto {1, 4, 6} sdo cortes.

nao ha arestas de corte.

Y
) O corte vazio sen 7
’ A4

corte vazio separa os vértices D e J, mas ndo separa os vértices
Be D.

(vi) o subgrafo H, de Z é isolado; também é isolado o subgrafo de Z
que tem dois componentes H eH,;o subgrafo Z[A, B, C] ndo
¢ ado* os subgrafos X de Z tais que

1,2,3,4,5,6,7}.

Sao 18

O, CO is
VX ={A,B,C,D} e aX #

TEOREMA 2. Um grafo H é um componente de G se e somente se H
é um subgrafo ndo vazio, isolado e conexo, de G.

Demonstragdo. Afirmar que H ¢ um componente de G equivale a
afirmar que

(1) VH é ndo vazio,
e
(n) H
e
(i) para qualquer vértice v em VH,; VH é o conjunto dos vértices
ligados a v em G.

[VH
L

v KA,

Il

q

Pelo Lema 1, abaixo, a validade de (iii’) implica na validade de
(ii). Pelos Lemas 1 e 2, abaixo, a validade de (iii) implica na validade de
(iii"). Logo (iii) e (iii’) s3o equivalentes.

Portanto, H ¢ um componente de G se e somente se VH é nio
vazio, H = G[VH], 6G(VH) = & e G[VH] é conexo. De fato, H &
um componente de G se e somente se H é um subgrafo nio vazio, iso-
lado e conexo, de G.



LEMA 1. Sejam u e v vértices de G, S um subconjunto de V que separa
uev, P = (vy,a,,v,, ..., &, v,) um passeio de u a v. Entdo

aP -encontra® §8S.
Demonstragdo. Ajuste a notagdao, permutan
de forma que u pertenca a Seva W\S. Como v,
entdo v, € S: seja k o maior inteiro tal que 0 < k < ne v, €S. Como
v, = v, entdo v, pertence a V\S e portanto k <n:ouseja, veSe

_TAO Y Cotn ~D nemnmsmten SC =m

Vi+1 EV\O. LOBO O 4, €6S. De fato, aP encontra 0S. &

LEMA 2. Seja u um vértice de G, S o conjunto d
Entao 6S é vazio.

N

o :

Sejaw o tremo de o em S v seu extremo em }"
-3

| 4
ntdo u e wsao ligados; como w e v sdo adjacentes,

u e v sdo ligados e portanto v € S, contradi¢do. De fato, S €
vazio. A demonstragido do Lema 2 completa a demonstragdo do Teo-

rema 2. @8

COROLARIO 1 (dos Lemas 1 e 2). Dois vértices sdo ligados se e
somente se o corte vazio ndo

os separa.

Q
(%)
EL
(2]
:i
tr'
S
-

yjunio prop
vazio.
TEOREMA 3. Seja a uma aresta de um grafo G. Entdo | ¢G | <
<|clG—a)| <|cG|+ 1. Ademais, as seguintes
afirmagoes sac utvalentes

(i) |c(G—a)l- |G| + 1,

(1) os extremos de a ndo sdo ligados em G — «a,

(1) a aresta a é de corte,

(iv) nenhum circuito passa pela aresta o.

Demonstragdo. A equivaléncia das afirmagdes (ii), (iii) e (iv) fica a
cargo do leitor (vide Exercicios 46 e 70). Para de-

(4) Dizemos que A encontra B se A e B nio forem disjuntos.
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monstrar a desigualdade constante da asscrcﬁo, bem como a equiva-
léncia das afirmagdes (i) € (ii), sejam u € v 0s extremos de a, G’ o grafo
G — «. Para cada vértice x em V, sejam G, e G, as componentes de G
e de G, respectivamente, que tém x como vertice. Denotaremos por
¢,G € ¢,G' os conjuntos dos componentes de G e de G', respectiva-
mente que ndo t€m nem ¥ nem v como Vvértices.
Valem entdo as seguintes igualdades:

|G| = | ¢, G| + |{G,, G,} | (D

(¢

1¢G'| = |e,G' | + | {G., G} | @)

Como u e v, os extremos de «, sdo ligados em G, entdo G, = G,.
Portanto,

1{G,,G,} | = 1. 3)
Analogamente
O b]
.y 1 se u € v sdo ligados em G,
1{G., G} | = . @)
2 caso contrario.
De (1), (2), (3) e (4), pela Proposigdo 1, abaixo, seguem a desi-
gualdade constante da asser¢do e a equivaiéncia das afirmagdes (i)

e (i1).
PROPOSICAO 1. ¢,G = ¢,G'.

e '/\\{u, "1 C on lf\ u o l! SéG

Vy.
os extremos de «, entao 0G(S) = 6G'(S) ¢ G[S] =
G'[S]. Portanto, G[S] ¢ um subgrafo nio vazio, conexo e isolado
somente se G'[S] é um subgrafo nao vazio, conexo e iso-

€
4 F=3 Otvrnatrvan )7 £ 1 WU A 2mreea nevsan e man P T e T ey
ado em G'. Pelo Teorema 2, G[S] é um componente de G se € somen-

te se G'[S] € um componente de G’ Como esta conclusdo vale para
todo "subconjunto S de W\{u, v}, entdo, de fato, c,G = ¢,G". A de-

monstragao da proposigao complet a demonstragdo do teorema. @ m

EXERCICIOS

1. D€ uma representagdo para o grafo Z da Figura 1 tal que as arestas
ndo se interceptam a ndo ser nos extremos. Portanto, Z é um grafo
planar.
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Quantos grafos H existem tais que
VH = {1,2,3,4,5} ¢ aH={A,B,C,D,E}?

uantos afos simples H existem com os citados conjuntos de

ye)

Mostre que todo k-cubo tem 2* vértices, k2“~ ! arestas € é biparti-
cionavel.

Mostre que se G ¢é simples, H é completo e ambos tém exata-

mente n vertices, entao

Dé um exemplo de um grafo simples ndo biparticionével que ndo
seja um tridngulo, e de tamanho o menor possivel.

Mostre que o nimero de mulheres € igual ao de homens em to
aQ

1
da
ada
festa em que cada pessoa ¢ amiga de precisamente k outras do

sexo oposto presentes a festa (k > 1). Sugestdo: obténha o nimero
de pares de amigos em fungdo de k e do numereo de mulheres, em
funcdo de k e do numero de homens, representando a situagio

i~ o P B R V=Y N em1 e N “ ’e Y

(T eorema da amuaae) Mostre que, s€ numa iesta com pe O menos
duas pessoas quaisquer duas pessoas tém exatamente um amigo
comum presente a festa, entdo existe uma pessoa na festa que €

TJ

te o grafo Z da

ura 1 através de (1) uma matriz de

s AA L iac .\..,I -

adjacenc1as (i1) um par de vetores de incidéncias, dando novo
nomes aos vértices € as arestas, se necessario. Escreva algorltmos,

tdo eficientes quanto possivel que obtém a matriz de adjacéncias
e o vetor de vértices incidentes, respectivamente, dado o vetor

vV wesnsa ~a il

de arestas incidentes, 0 numero de vértices € o numero de arestas

de um grafo.

72}

Obtenha f e ¢ tais que (f, @) seja um isomorfismo de Z (Figura 1)
em Y (Figura 4). Quantos isomorfismos de Z em Y existem?

smos tem um orafo combpleto?

A2 9 9 5t WA pAV SRS

Se dois grafos sdo isomorfos entio ambos tém o mesmo nimero
de vértices e 0 mesmo numero de arestas. Mostre, através de um

exemplo, que a reciproca € falsa.

Mostre que os quatro grafos indicados na Figura 3 sdo isomorfos.
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Escreva um algoritmo para determinar se dois grafos dados sao
ou nio isomorfos. Quio eficiente é seu algoritmo? (confronte
com Exercicio 81)

Verifigue que, a menos d

ples com quatro vértices. Quantos grafos existem, a menos de
isomorfismo, com quatro vértices?

Verlﬁque que, a menos de isomorfismo, existem 34 grafos simples
com cinco vértices.

. Escreva um algoritmo que obtém a lista de grafos com n vértices
nao isornorf os, dado n. Qudo eficiente é seu algoritmo?

Mostre que, restrito a grafos simples, o conceito de isomorfismo
pode ser encarado como uma bijegdo (entre os conjuntos de ver-
tices) que preserva adjacéncia.

Obtenha um grafo autocomplementar com quatro vértices. D€
dois grafos autocomplementares, ndo isomorfos € com cinco vér-
tices cada um. Mostre que ndo existem grafos autocomplemen-

tares com trés vértices.

Mostre que para todo natural n tal que n = 0 ou 1 (mod 4), existem
grafos autocomplementares com n vértices.

Mostre que existem, a menos de isomorfismo, 8 grafos simples
regulares com 6 vértices.

.- Dados isomorfismos (f, @) € (f', ') de G em H e de H em K, res-

pectivamente, a composigio destes isomorfismos € o par (f'f, ¢'¢):
mostre que este € um isomorfismo de G em K.

Verifique que o conjunto de automorfismos de um grafo ¢ um
grupo com relagdo a operagdo de composigéo.
Obtenha um grafo simples com seis vértices que tenha exatamente

um automorfismo. Mostre que todo gfﬂ"n simples com mais de

um e menos de seis vértices tem mais de um automorfismo.

Que pode ser dito a respeito dos conjuntos de automorfismos de
dois grafos complementares?
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. Dé um grafo simples que seja transitivo nos vértices mas nao nas

arestas e outro que seja transitivo nas arestas mas nAo nos vertices.

Seja C um conjunto finito ¢ ndo vazio de conjuntos finitos. Mostre
que C tem elementos maximos e minimos. Mostre que todo ele-
mento maximo (minimo) é maximal (minimal).

Demonstre as seguintes afirmagoes: _

(a) todo conjunto ndo vazio de conjuntos finitos tem um elemento
minimo e todo elemento minimo ¢ minimal.

(b) todo conjunto finito e ndo vazio de conjuntos tem um ele-

1 no.

(c) todo conjunto finito € ndo vazio de conjuntos tem elementos
maximais € minimais.

(d) conjuntos infinitos de conjuntos podem no ter nem elementos

minimais nem elementos maximais.

. Mostre que H = G[X] se ¢ somente se H ¢ maximal no conjunto

dos subgrafos de G cujos vértices pertencem a X.

. Mostre que H gera G se ¢ somente se H ¢ um subgrafo de G tal

que VH = VG.
Dé um grafo G e um subconjunto x de a tais que Gla\x] e G—x
sejam distintos.

Mostre que H = G[x] se e somente se H € um subgrafo minimal
no conjunto dos subgrafos de G que tém todas as arestas de x.

Mostre que para qualquer grafo G,
- ] < VRN
2lal = ), g).

veV
Conclua entio que o numero de vértices de grau impar é par, em

eja a seqiiéncia de graus de (pelo menos)

'
¢
!’..'
=
)
Y tn
o
2
.
-
o
)
o
=
o
7

. Obtenha um grafo simples e biparticionével que nao seja isomorfo

a nenhum subgrafo de nenhum k-cubo.

A

Mostre que todo grafo é o subgrafo gerado por algum subconjunto
do conjunto de vértices de algum grafo regular.

. Mostre que em toda cidade (com pelo menos dois habitantes)

residem duas pessoas com o mesmo numero de amigos habitantes
na cidade. Formule a asser¢io em termos de grafos simples.
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Mostre que para todo n > 3 existe um grafo simples 3-regular com
2n vértices que nido tem tridngulos como subgrafos.

Mostre que uma seqiiéncia (g (1), ..., g (n)) de naturais é a seqiiéncia

to s g (i) for par
ai0 8¢ € sOmenic s g\i) 10T par.

1<i<n

de oraus de Q]n"rr\

o

Seja g = (g(1), ..., g(n)) uma seqiiéncia ndo vazia de naturais
tais que g(1) > g(2) > ... > g(n). Mostre que g é gréﬁca se €
somentesen > g(l)e(g(2Q)—1, ..., g(i+ 1) -1, o(z+2\ g(n))
¢ gréfica, onde i/ denota g(i). C
descreva um algoritmo que dete ur
ou ndo grafica, e, em caso aﬁrmatlvo obté rafo (31mp1es)

com a seqiiéncia de graus dada.

vaavals =GN

. Mostre que existe um grafo simples k-regular com »n vértices se e

somente se k < n e kn é par.

Mostre que todo grafo G sem lagos tem um subgrafo gerador
biparticionavel H tal que gH(v) > gG(v)/2 para cada vértice v de G.

. D€ um exemplo de, ou mostre que nio existe:

(i) um passeio que ndo seja uma trilha,
(1_) uma trilha que nao seia um cami ;hO

~~aa28 Siziaa ABU OV Q. i vulllll

(1) um caminho que ndo seja uma trilha,
(iv) um passeio fechado que nio seja um circuito,
(v) dois caminhos cujo produto ndo seja um caminho.

Mostre que um passelo de comprlmento minimo de v a vem G

. Mostre que existe um passeio de # a v em G se e somente se existe

um caminho de ¥ a v em G.

. Mostre que existe um circuito em G que passa por a se € somente
ca ng avitramne Ao ~ 03~ ligadAs fems £ A
SV US CAULILIUS UL & dau 11galid il u-«.
Mostre que o passeio fechado € ndo degenerado P = (v, oy,
Vis «ess Oy V) (m# 2) € um circuito se e somente se v, , ..., v, forem
dois a dois distintos. (Confronte com o Exercicio VI.3.)

Mostre que a operagdo de produto de passeios é associativa.

Mostre que a relagdo de ligagdo é de equivaléncia.
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Seja yG o minimo dos graus dos vértices de um grafo G néo vazio.

Mostre que se G for simples entdo G tem um caminho de compri-
mento yG. Para cada n, ache um grafo simples G tal que n = yG
e G ndo tem caminhos de comprimento n + 1.

mantne A 1 ant

Prove que s€ }’U (Vl(.lc exercicio dlllCliUl} € maior do quc 1 entdo
G tem um circuito. Prove também que se G for simples € yG > 1
entio G tem um circuito cujo comprimento é maior do que yG.

Sejam u, v e w trés vértices num grafo G e sejam C e D caminhos de
comprimento minimo de v a v e de u a w, respectivamente. Mostre
que se x € y sio ambos vértices de V'C e de VD entdo x plt":u:uc y
em C se e somente se x precede y em D. (Um vértice z’ precede
outro z'’ num caminho A4 se existem segoes A', A" A”’ tais que
A= AA"A", 2 é o término de 4’ e z’ 0 término de A")
Mostre que se modificarmos a
do Teorema 1 para

Sy = Adj (S, - 1)\Sk—2\Sk—1
e adicionarmos a igualdade S_, = ¢, entdo o teorema continua
valido.

"#

Escreva um algoritmo linear que, dados G, vertlces uew ae Ge
..... A, A m /JAA ” Aat 1

-E
J
y]
3
-

Dé um algoritmo que deter
O (n(n+ m)), onde n=|VG

Mostre que cada elemento a!¥) da k-ésima poténcia A* da matriz
de adjacéncias 4 € o numero de passeios de i e j de comprimento k.
Baseando-se nesta propriedade, escreva um algoritmo que de-

‘ A a nnmﬂ‘a

PN & T
/ertice. Yiuai € a compic-

<
O~

termina os vetores de distancias de cada
xidade do seu algoritmo?

Um passeio é par (impar) se seu comprimento € par (impar). Da
mesma forma como distancia, didmetro e cintura foram definidos
com relacio a passeios, podemos também definir distancias, dia-

VUL 1 WaGQYQRY & pPARSOVITVS, PRSI RERSAIRIRESS 1111

metros € cinturas pares € impares. Por exemplo, a distancia par
de u a v é 0 minimo dos comprimentos dos passeios pares de v a v.
Dé exemplos de passeios pares (impares) de u a v, de comprimento
igual a distdncia par (impar) de ¥ a v mas que ndo sejam trilhas.
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Defina uma seqiiéncia (Py, 1), (P, 1,), ... de pares ordenados
de subconjuntos de V de forma que para cada k, P, (I,) é o conjunto
dos vértices cuja distincia par (impar) de u é 2k (2k + 1). Escreva
um algoritmo linear que determina os vetores das distincias pares

Prove que existe um passeio impar fechado em G se e somente se

existe um circuito impar em G. Mostre, através de um exemplo :

que a afirmagdo fica falsa se SUbStltUlrmOS ‘impar” por ‘“par”,

mesmo se substituirmos “‘passeio” por “trilha”. Dé um algoritmo
fo.

pGui‘iOi“uial quc determina a cintura 1mpar de um graio

Dado um conjunto ¢ de arestas de um grafo G, um passeio P = (v,

Ay Vis «ees &, V) € alternado (com relagdo a t) se, para cada
il<i<n l) uma das arestas a; € «;,, pertence a ¢, a outra a
aG\t. Podemos entdo definir disténcia alternada da maneira na-

tural. Escreva um algoritmo linear que determina o vetor de dis-
tancias alternadas de um vértice u dado.

Faga uma pequena modificagdo no algoritmo distincia de forma
a obter também o conjunto dos vértices do componente que tem u
como um de seus vértices. D& um algoritmo linear para a deter-
minagdo da particdo de V induzida pela relagdo de ligagio.
Mostre que para quaisquer subconjuntos X e Y de V, § X®Y) =

= 0(X) @ d(Y) onde @ denota a operagio de diferenga simétrica,
ouseja, A@B= AU B\A4n B.

. Mostre que todo orte € a unido de uma colegdo disjunta de cortes

. Mostre que se G ¢ conexo, entdo & (S) é um corte nio vazio minimal

se ¢ somente se G[S] e G[V\S] sdo ambos subgrafos proprios e

VJ

INTS aoumSUDLUH_]unlOGC V,P = (v Oy 5 Vys -ery &, V,) UM passeio.

Mostre que |{i | «; € 6(S)} | € impar se e somente se S separa v, €V,

. Mostre que um conjunto d de arestas é um corte se e somente se

A

|d~aC | é par, para todo circuito C. Dé um algoritmo linear que
determina se um conjunto dado de arestas é ou ndo um corte,
Mostre que as seguintes afirmagdes sio equivalentes:

(1) G ¢ biparticionavel,

(1) aG é um corte em G,

(i) nenhum circuito em G tem comprimento impar.
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Demonstre a seguinte afirmagdo como um corolario do Corolario 1:
uma aresta o é de corte se € somente se seus extremos ndo sao li-
gados em G-a.

AAncben ~i11a oo cancitintacs afirmmaniac can annivalantacg
IVIOSLIT (JUC 4d JSCEULIIILS alllllldyUld dau Lyulvaivlites

(i) H é um componente de G,

(ii) H é um subgrafo conexo, nido vazio, maximal, de G,
(i1) H € um subgrafo isolado, ndo vazio, minimal, de G.

. Mostre que se G é um grafo simples com n vértices € cada um de

seus vértices tem grau pelo menos (n— 1)/2 entdo G € conexo.

Demonstre que dois cammhos de comprimento maximo num

Prove que existe um corte com um numero impar de arestas num
grafo se e somente se existe um vértice no grafo cujo grau € impar.

Um grafo é euleriano se é conexo e se todos os seus veértices t€m
grau par. Mostre que um grafo admite uma trilha que passa por
todos os seus vértices e todas as suas arestas se ¢ somcnte se o grafo
¢ euleriano. (Informalmente, um grafo ¢ euleriano se € somente
se um seu diagrama pode ser desenhado sem tirar o lapis do papel,
sem passar mais de uma vez por alguma linha, mas voltando o

lapis ao ponto de partida.) [32].

. Mostre que para quaisquer vértices distintos u e v ligados em G,

a distancia de v a v é igual a cardinalidade de um elemento maximo
do conjunto de colecdes disjuntas de cortes que separam u € v.

Suponha que a cada aresta « de um grafo G seja associado um real
ndo negativo, p(a), chamado o peso de «. O peso de um passeio
P=(vy,a,,v,,..,a,v,)€asomap()+p@,+ ..+ p (a,).

Dé um algoritmo polinomial que determina um passeio de peso
minimo entre dois dados vértices. ([22] e [127].) Generalize a
asser¢ao do exercicio anterior. (Confronte com o Exercicio B.II1.26.)



81. Alguns problemas em aberto, reconhecidameate dificeis:
(a) demonstrar que existe um algoritmo polinomial para deter-
minar se a cintura par de um grafo dado é ou nio menor do
que um inteiro dado, ou entio mostrar que o problema é
N ?-,,, mpleto.
(b) demonstrar que existe um algoritmo polinomial para deter-
minar se d01s grafos dados sdo ou ndo isomorfos, ou entio

mostrar que o problema é A?-m-completo.

'O

(C) (Conletura da rECOIZSIr_ Q ae L”nm\ Sejam (; o e H grales com
VG = VH = {1,2,..,n} (n>3). Se, para cada i, G-i e H-i
sdo isomorfos, entio G ¢ H sio isomorfos [123]

82. Mostre que todo grupo finito é isomorfo ao grupo de automorfismos
de um grafo simples 3-regular conexo [35].

A teoria dos grafos tem sido utilizada em
conhecimento humano como analise de circui
operacional, teoria da computagio, ana
nica, fisica, topologia, genética
Leonhard Euler ¢ considerado o primeiro autor em teoria dos
grafos; em 1736, o famoso fisico e matematico resolveu o problema

das pontes de Konigsberg [32] (vide Exercicio 78).

O conceito de planaridade foi aqui apenas abordado, e como de
carater puramente topoldgico; no entanto, Kuratowski 1 [65] deu uma

caracterizagao estritamente combinatorial de planaridade.
Algoritmos em grafos tém recentemente recebido muita atencgio

dos cientistas da computagido, especialmente em conexdo com o pro-

- blema da igualdade de 2 e A2, conforme foi visto no Capitulo B.IV.

’
O numero de textos em teoria dos grafos é razoavelmente grande.
r~

3] e [49] como textos de carater geral, [1] e [60] como
textos que enfocam complexidade de algoritmos e estruturas de dados

e [4] como um enfoque algébrico de teoria dos grafos.



