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1.  Introducdo

No encontro da Sociedade Americana de Matematica de 1903,
Frank Cole apresentou um resultado com uma caracteristica bastante

incomum. De um lado, seu resultado desprovou uma conjetura em
aberto ha mais de duzentos e cinqiienta anos; no entanto, nio levou
mals dO oue alguns minutos para que Cole convencesse a sua audiéncia
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a conjetura em quesrao €ra Ialsa, € sua prova

anterlor era a propos1cﬁo de Mersenne de que nimeros da forma
27 — 1 seriam primos para uma lista de certos primos p. A lista de
Mersenne foi laboriosamente conferida & méo, sem o emprego de
computadores, antes de 1950, sendo que o resultado de Cole foi um
dos poucos erros encontrados. Desde entdo a lista foi consideravel-

mente estendida com o auxilio de computadores.

O exemplo de Cole ilustra de maneira dramatica que, aparente-
mente, encontrar os fatores de um numero composto pode em geral
ser muito dificil, tanto € que levou mais de dois séculos para que alguém
encontrasse os fatores de 297 — 1, mas uma vez encontrados tais fa-
tores torna-se um problema relativamente trivial verificar que o nimero
em questdo € realmente um nGmero composto, bastando para isso
efetuar uma tunica multiplicagdo. Existe uma variedade de problemas
conhecidos que parecem exibir o mesmo fendmeno, no sentido de que
conhecemos algoritmos que verificam rapidamente se um canditado
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proposto como uma solugdo € ou ndo d
conhecemos nenhum algoritmo rapido qu

Por exemplo, seja SAT o conjunto de todas as féormulas satisfaziveis
do calculo proposicional, isto é, todas as expressoes envolvendo
variaveis logicas p, g, ..., e os operadores logicos 1 (negagio), A

0 uma solu¢ao, mas nao
e contra esta qnlnmn

€

@ -



(conjungdo) € Vv (disjungdo), tais que existe uma interpretagao que
dé valores verdadeiro ou falso as variaveis da formula de tal maneira,
que a formula com esta mter‘pretacao se torne verdadeira. Para decidir
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se uma formula F com n variaveis é satisfazivel, precisamos, aparente-
mente, examinar 2" possiveis mterpretag(”)es. De fato ndo se conhece

nenhum algoritmo rapido que decida se F pertence ou ndo a SAT.

Se F for satisfazivel, no entanto, uma vez conhecida a interpretagao
que a torne verdadeira, umas poucas operagdes logicas sdo suficientes

algoritmos ndo exnstem E entﬁo natural perguntar, 1ntu1t1vamente se
verificar a solugdo de problemas deste tipo € inerentemente um pro-
blema mais facil do que encontrar essa solugdo. Neste capitulo nos

dedicaremos a formalizar esta pergunta e mostrar alguns dos resultados

obtidos tentando respondé-la. Como veremos, o problema formal
correspondente a nossa pergunta ¢ uma das questdes centrais em aberto
em Teoria da Computagio. Informalmente, o resultado principal que
iremos provar afirma que existem problemas naturais de computacao
(SAT é um exemplo), cuja solugdo pode ser verificada ‘“‘rapidamente”

por um algoritmo, e tal que, se conseguirmos um algoritmo *‘rapido”

para encontrar a solugdo de um s6 destes problemas, entdo a solugdo
de todos os problemas que podem ser verificados rapidamente por
um algoritmo pode também ser encontrada rapidamente por um

algoritmo.

2. Conceitos basicos

gunta levantada
A amae~

S classes de pro-
ode ser respectwamcnte encontrada e verificada

e
1 1
blemas cuja solu

P

por algoritmos rapidos
Antes de mais nada ocupar-nos-emos apenas com problemas

ue admitem por resposta sim ou ndo. Ja examinamos alguns problemas
deste tipo no Capitulo II. Restringir nossa atengdo a estes problcmas
permite simplificar as nossas consideragoes e, além do mais, a maioria
dos problemas de nosso interesse pode ser formulada desta maneira.
Assim sdo, por exemplo, os problemas de determinar se um numero

dado é ou ndo composto, se uma formula do calculo proposicional
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€ ou ndo satisfazivel, e assim por diante. Estes problemas, portanto,
equivalem a decidir se um objeto dado pertence ou nio a um certo
conjunto.

Em segundo lugar, podemos restringir nossa atengio a conjuntos
de palavras sobre um alfa finito, porque quaiquer objeto de nosso
interesse pod ser representado por uma palavra. Por exemplo, qual-
quer numero natural pode ser representado pela sua representagio
decimal que € uma palavra sobre o alfabeto {0, 1,2, ..., 9}. Similar-
mente, qualquer férmula proposicional pode ser v1sta como uma
nalavra sobre o alfabeto !n , g, 1, V, A, (, )’ v,f} onde os nomes

ﬂ
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das variaveis logicas sdo palavras nao vazias sobre {p, q}. Na Segio 4
definiremos este conjunto com mais pormenores.

O numero de simbolos do alfabeto é relativamente sem importan
cia, desde que seja pelo menos dois, pois por uma codificagdo simbol

a
simbolo pod os representar qualquer palavra sobre um alfabeto X
S

Ci

1n vr nhra e 10~ L

com m > 2 simbolos, por uma palavra sobre, por exemplo, o alfabeto
{0, 1}. Para isto bastardo') k = [ log, m] simbolos de {0, 1} para
representar cada simbolo de Z, e portanto uma palavra de 2* de
comprlmento n pode ser codificada por uma palavra de {0, ll* de

comprimento en
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Pela discussdo acima, todos os problemas que nos interessariio
neste capitulo serdo do tipo geral de decidir se um objeto dado repre-
sentado por uma palavra sobre um alfabeto conveniente pertence ou
ndo a um certo conjunto de palavras 4. Conforme vimos no Capitulo I,
uma maquina de Turing deterministica que reconhece A4 corresponde
de modo natural a decidir esta questio por meio de um algoritmo,
o algoritmo representado pela maquina de Turing. Similarmente,
uma maquina de Turing ndo deterministica que aceita 4 corresponde
de modo natural a verificar, por meio de um algoritmo, se uma solugdo

a correspondente a A4 € correta. A solugdo que
€ maneira mais geral, informagdes adicionais
a, sao armazenadas na fita de sugestdes. Por
exemplo para o caso dos nimeros compostos que vimos na introdugio,
a fita de sugestoes pod conter os fatores do nimero representado
pela entrada. A maquina nido deterministica multiplicari

’

ia
erificaria se o proauto € 0 nimero representado pela entrada acel-
er 0 em

agtag fotArac

COLWLWD 1AatULIOD

(1) — [x] denota o menor inteiro maior ou igual a x.
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ndo deterministica aceita o conjunto de palavras que representam
nimeros compostos, pois se a entrada representar um nimero composto
entdo com uma sugestdo apropriada a maquina aceita a entrada, e se
a entrada nio representar um nuimero composto entao esta maquina

.
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interesse € em algoritmos ‘‘rapidos’.
De acordo com o Capitulo I, a complexidade de tempo associada
a uma maquina de Turing deterministica ou ndo deterministica M

¢ dada pela fungdo ¢,(x), que pode ser limitada superiormente por
alguma funcdio g : N — N. Mas qual o limite de tempo que devemos

‘.'3

1Ry al) Lacii

considerar “‘rapido”? E claro que tal pergunta sé pode ser respondida
num contexto empirico. Certamente tal limite deve crescer menos que
uma exponencial no comprimento da entrada, pois exponenciais ja
crescem tdo rapidamente que, se dispusermos apenas de um algoritmo

exponencial para resolver um problema, entio conseguiremos usa-io
apenas para entradas de tama nho relativamente reduzido. A tabela

waalio ps A wals

abaixo ilustra este fato. Suponhamos que dispomos de cinco algo-
ritmos para a resolugdo de um certo problema, de tempos de execugao n,

nlogn n?, n® e 2" passos respectivamente. Suponhamos ainda que

o ‘I‘Y\Il nNMacaNc nnr CP(’YI ﬂf‘

ac de nmm comnntadar ane eveent
VIDPUIIIUS UL Ulll VULIPUIGUUL UL VALLULL LIl PJAassus pus CeuliGy
A Tabela 1, fornece para cada tipo de algoritmo o comprimento ma-
\n'.v\n Aa antrada mara varing tamnne da avarnirdn nnr‘n n ronracoenta n
AlllIVU JUa viitiaua pala valivo t\.«lll}JUD ULV VAVWWWUyQU,, Viiuw 1t l\«}}l\«b\.«lltu \ ¥/
comprimento da entrada
n MAXIMO PARA TEMPO
DE EXECUCAO
AT MNADITAAN TLEAMMDN
ALUUNI 1 VIV 1DIVIEV
(PASSOS) s 1 min I h
1 n 1.000 6 x 104 3,6 x 10°
2 n log n 4.893 2,0 x 10°
3 n? 31 244 1.897
4 n3 10 39 i53
5 2" 9 15 21

Tabela 1



110  Parte B — Complexidade de Algoritmos

Note que multiplicando o tempo disponivel por uma constante mul-
tiplica 0 tamanho maximo da entrada por pelo menos uma constante
para os primeiros quatro algoritmos, que sdo polinomiais mas aumenta
apenas de uma constante para o tltimo, que € um algoritmo exponencial.
que consideremos um algoritmo “‘rapido”, o limite de tempo
o ser subexponencial. Por outro lado, para qualquer probiema
ndo trivial precisaremos certamente pelo menos tempo suficiente para
ler toda a entrada, o que implica que tal limite deve ser pelo menos

linear no comprimento da entrada. Uma familia de limites superiores

” .-Ann -z 1

que parece razoavel sob este ponto de vista € a classe de polinomiais
com coeficientes inteiros ndo negativos p : N — N, que denotaremos
por POL.

A escolha de POL traz outras vantagens, de ordem matematica.
De fato, POL possui propriedades de fechamento que permitem
comblnar algoritmos polinomiais de diversas maneiras para obter

ovos algoritmos polinomiais. POL é fechada sob soma, produto, e
composu;ao funcional. Por exemplo, um algoritmo polinomial em
que cada passo € substituido por um algoritmo polinomial da origem
a um outro algoritmo polinomial.

Seja & a familia de todos os conjuntos reconheciveis em tempo
POL por uma maquina de Turing deterministica, ¢ seja A2 a familia
de todos os conjuntos aceitaveis em tempo POL por uma maquina
de Turing ndo deterministica. Pelos motivos acima parece razoavel
1dent1ﬁcar a classe de problemas cuja solugdo pode ser encontrada
€ problemas cuja
oritmo com NP
a pergunta se
€ ou ndo igual a A2, ou em outras palavra ja q eP < ND
pelo Exercicio 1, se 2 esta ou ndo propriamente contido em N.
Esta questao, levantdda por Cook, encontra-se ainda hoje em aberto.
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O modelo de algoritmo que definimos no Cdpltulo I, a maquina
de Turing, é evidentemente um modelo extremamente simples. Pela
Tese de Church qualquer algoritmo pode ser “programado” neste
modelo. Mas serd que qualquer algoritmo eficiente pode ser progra-
mado de maneira eficiente em modelo tdo simples? Pareceria, a pri-
meira vista, que poderia acontecer que uma maquina de Turing fosse
ineficiente, ndo porque representasse um algoritmo ineficiente, mas
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devido a propria simplicidade, e portanto relativa ineficiéncia, do mode-
lo em si. Assim, poderiamos pensar que talvez existam algoritmos rapi-
dos, isto e polmomlals em computadores reais, mas que 1mplementados

mais mmuncwso, no entanto, revela que isto nao nnd acontecer.
Dentre os modelos formais definidos, 0 mais proximo dos com mputadores
reais ¢ chamado mdquina de acesso aleatorio. Pode-se demonstrar
que qualquer passo de uma maquina deste tipo pode ser 31mulado em
tempo polinomial numa maquina de Turing. Para se ter uma a idéia
do tipo de técnicas envolvidas nestas 31mula<;6 S esbocamos abaixo
a prova de que maquinas de Turing com varias f1 s de trabalho podem
ser simuladas eficientemente por uma maquina de Turing com uma
unica fita.

Uma mdquina de Turing com fitas multiplas € sistema formal
como o definido no Capitulo I, exceto que o contro L central tem acesso
a varias fitas de trabalho em vez de uma unica fita de entrada/trabalho/
/saida. Normalmente neste tipo de modelo admite-se uma fita separada,
de leitura apenas, contendo a entrada, e uma fita de gravagao apenas,
onde a maquina escreve a sua saida. Inicialmente as fitas de trabalho
estio totalmente brancas. Um passo de uma maquina com fitas mul-
tiplas ¢ similar ao da maquina de fita Gnica, exceto que as agoes da
maquina dependem agora do estado de controle central e dos simbolos
lidos da fita de entrada e das fitas de trabalho. Cada cabega das fitas

de trabalho e da fita de saida escreve um simbolo na respectiva fita

independentemente das demais, e cada cabega € movida independente-
mente das demais no maximo uma célula para a esquerda ou para a

£ 1

direita na sua fita. A cabeca da fita de saida ndo pode ser movid
para a esquerda. A fungdo t),(x) define-se an nalogamente ao caso da
maquina de fita unica.

TEOREMA 1. Dada uma mdquina de Turing M deierministica com

fitas multiplas, existe uma mdquina de Turing M
deterministica, com uma unica fita de entrada/trabalho/saida tal que
(a) se M com entrada x parar em t passos entdo M’ pdra com entrada x
em no mdximo 4t passos; (b) M’ aceita x sse M aceita x; (¢) A saida

de M' é igual a saida de M.

Demonstragdo. Daremos apenas as idéias principais da demonstragao.
Cada uma das fitas de M é representada por uma
faixa na fita tnica de M’ conforme a Figura 1.
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entrada (e)

—x, | O .XQ/%... o,
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saida (s) faixas ‘ Y
q -~
= z 0 € !— X110 ]| x,
s |z o
[ trabatho (¢,) t1 |wy [0y |w,
Fwi |0y | w, ty |— ws 03| wa
4 trabalho (z,)
— w3 03 Wa
Midquina M com m fitas de trabalho e Méquina M’ com alfabeto X' +2
alfabeto X = {|—9 ” 0o, O154.., 0[} E’ = {l—, r—\, #, z 0o, Og, ..., 0j, Oi}

Figura 1

Um simbolo na fita de M’ ¢ uma (m + 2)-tupla representando o
contetido de uma célula em cada uma das faixas correspondentes as
fitas de entrada, saida e as fitas de trabalho de M. Se a cabega numa

@,

fita de M estiver sobre esta célula entdo o simbolo na posi¢do corres-

pondente na faixa apropriada é assinalado com a marca “-”. Um
passo de M ¢é simulado por M’ do seguinte modo (supomos que a
cabeca de M’, ao se iniciar a
tra-se sobre a célula mais a esquerda da fita):

w

3 S maocon~ A AL PO
imulagido de um passo de M, encon-

' W 44 b |

(a) M’ desloca a cabega para a direita até encontrar a célula em
cada faixa que contém o simbolo marcado com ““~”. Deste modo M’

(2) Pelas convengdes admitidas o alfabeto de uma maquina de Turing deve incluir
pelo menos os simbolos {F, 5,0, 1}. Para enquadrar M’ nestas convengdes € para
que M’ calcule a mesma fungio que M, é preciso escolher (m + 2)-tuplas apropriadas

para representar os simbolos de X. Deixamos ao leitor a implementagio de por-
menores deste tipo.
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descobre os simbolos lidos por M neste passo € 0s armazena no seu
controle central;

- (b)Uma vez descobertos estes simbolos, M’ desloca a cabega
para a esquerda escrevendo os novos simbolos escritos por M nesse
passo, nas células das faixas correspondentes;

LU 3

(c) Deslocando a cabega para a direita, M’ atualiza as marcas
das cabecas de M que se deslocam para a direita neste passo;

(d) Finalmente, deslocando a cabega para a esquerda, M’ atualiza
as marcas ‘-’ das cabegas de M que se deslocam para a esquerda neste
...... <P - LA alia~a cane
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passo, voltando também a cabega para a célu
fita, e refletindo no estado do controle central
de M.

Note que nenhuma cabega de M pode :
células para a direita na r fi

wwawealsg

cabega pode ser deslocada
Deste modo cada passo de M requer no maximo 4¢ passos de M’
para ser simulado. Portanto a simulagdo toda requer no maximo 4+
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ula para a direita.

passos. =
4 r - . .
COROLARIO 1. Se uma mdquina de Turing M com fitas multiplas

reconhece um conjunto A em tempo polinomial,
entdo existe uma mdquina de Turing M’ com uma unica fita que reco-
nhece A em tempo polinomial.

TEOREMA 2. Dada uma mdquina de Turing ndo deterministica M com

fitas multiplas, existe uma mdquina de Turing ndo
deterministica M', com uma unica fita de entrada/trabalho/saida que
aceita o mesmo conjunto que M. Ademais, se M parar com entrada x e
sugestdo y em t passos entdo M' pdra com entrada x e sugestdo y em no

mdximo 4t* passos.

Demonstra¢do. Analoga a do Teorema 1. m

e~

ad H ~ I\"\ ~~
Iriuido Uv G

T ataval Af\r\f\

iui’)p Cionai

O~
Q.) ~

N -
. r

Vejamos agora aigumas nogoes fundamentais de loglca que, como
veremos, serdo de 1mportanc1a para a questao 2?21 N
Considere o alfabeto £ = {p,q,v,f,(,), 11, Vv, A}.
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Uma constante proposicional ou simplesmente constante, ¢ um
elemento do conjunto {v, f}. Interpretaremos v como representando
verdadeiro, ¢ f como representando falso.

Uma varidvel proposicional, ou simplesmente varidvel, é uma

Iy

palavra ndo vazia sobre o alfabeto {p, ¢}. Exemplos: p, q, pq, etc.
Uma formula atémica ou dtomo é uma variavel, ou uma constante,

ou uma palavra da forma - w onde w é uma variavel ou constante.
Uma formula ¢ uma foérmula atémica ou uma palavra da forma

A, (A v B), ou (A A B) onde 4 ¢ B sio formulas. Exemplos de
as sao: p”fi p, v, v, i A g), (P v g) A pg), etc.

s primeiras cinco destas formulas sio formulas atomicas.

Seja A uma férmula. Denotamos por V(A) o conjunto de varidveis

de A, definido por:

N\ Y74 D\ .

ima férmula entdo V{(4) = V(B);

V(B) u V(C).
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I de A, o valor de A
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UdUd uma lUmIUId Aeu
segundo /, denotado por || 4 ||,,
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é
(i) Se 4 é uma constante entdo || 4 ||, = A;
(i) Se A4 é uma variavel entdo || 4 ||, = I(A4);
(11) Se 4 é da forma 1B onde B é uma formula entdo
4l ={7 i gth 2
fse | Bl =v;
(iv) Se 4 ¢é da forma (B v C) onde B e C sdo féormulas entdo
~ I = Il _ I o~ 1 -
a4, =4b 5 2=y oulitiy=7V
o 1]( se [|Bll;=1|Cll;=f
(v) Se 4 ¢ da forma (B A C) onde B e C sdo formulas entdo
. HRII =llCll = v
fal, ={vsellBlli=lCl=v
S0 Use||Bl=FJoul|C]=]

Duas féormulas 4 e B sdo logicamente equivalentes se para toda
interpretagdo / de ambas,
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Uma disju¢do de atomos (féormulas) € uma férmula do tipo
(A4, v A)) v A)) v ... v A,) onde 4, 4,,4,, ..., 4, séo atomos

(formulas).

Uma coniucdo de atomos (formulas) ¢ uma formula do tipo
((( o A\ ~ewmdAas A A A A eAN AtAamAg
(u:‘l A fl ) /\ 1‘13) A oo A Ap) OHUC A, Ay, Mgy oe0y 1y dAU ALULLIUS
(férmulas).

Uma formula estd em forma normal disjuntiva (conjuntiva) se for
uma dlsjuncao (conjuncao) de féormulas, cada uma das quals sendo
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 4~ aaa ~ E Am“ l’\ .7 I'\

ullla LUll_] uuyau \Ulb_] um,aU) uc auuuuo LAClllplua p,PVvg) \l’ A q},
e ((p A @) v (T1pp A pq)) estdao em forma normal disjuntiva; —p, (p v q),

A e PRy o

(p A q), € {p N ([p \Y ﬁq) A\ pq)) estdo em forma normal LUIlJuullVd,
(((® v g9) A pp) v T1p) ndo esti nem em forma normal conjuntiva

nem em forma normal disjuntiva.

Devido a propriedade associativa das operagdes logicas A e v
. ’

(Exercicio 2, (iii) e (iv)), muitos parénteses sdo desnecessarios numa
formula. Assim, convencionaremos, no intuito de reduzir os parénteses

nas nossas €xpresso€s, que

A vVA,vVA, Vv .. VA, abrevia (((4, v 4 )vA)v...vA,,),
A

© A AA,AA A ... AA, abrevia (A, A 4) A

nss

> B
<
a
—

'

onde 4, 4,, A,, ..., 4, sdo formulas. E também costumeiro co
cionar que A tem precedéncia sobre v, e que T tem precedéncia

q
sobre A € v.Assim, 14, v 4, denota (T4, v 4,)endo (4, v 4,);
A v A. A A. denota (A \/(A AAN e éo((AAVA\AA\E_x-

“1 "‘-3 """" “1 \“ "3// ~ AN i | ~ "2/ ""3I= ==
preSSOCS ODIIGaS (le Iormmas ellmlnan(lo parenteses Ge aCOI'(lO com
estas reoras. serio denominadas de fnrmulnc abreviadas. Sesuem

UUUUU regras, serio denominadas mulas jadas. Segu
alguns exemplos:
FORMULA FORMULA ABREVIADA
(@ A ((Cp v q) v pg) A pp) p A(p Vv gvpg) App
ﬁ(Al v Az) QI(AI v Az)

(((Dp A q) A pp) v (g A Pq)) TIPAGgADPDP NV GAPq

Uma formula A ¢é satisfazivel se existe uma interpretagao I de A
tal que || 4 ||, = v.

T Tovmnaa FAreaila
1

A A
vilia 1viiiiuia 711 ©

11 trees

O PP PN
ullla tuuituvi

gia s

logicamente equiva

Denotaremos o conjunto de todas as formulas satisfaziveis,
abreviadas ou nio, por SAT e o conjunto de todas as tautologias,
abreviadas ou ndao, por TAUT. FNC-SAT denotara o conjunto de

todas as formulas abreviadas satisfaziveis em forma normal conjuntiva.

o
-
Q
=t
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Analogamente, FND-SAT denotara o conjunto de todas as formulas
abreviadas satisfaziveis em forma normal disjuntiva; FNC-TAUT, o
conjunto de todas as tautologias abreviadas, em forma normal con-
juntiva, € FND-TAUT, o conjunto de todas as tautologias abreviadas

rm rmal As
em forma normal ais

21 “tqun ANl A~ P TN

iva. l‘UlC quc

TAUT . TAUT
. (/ N
Cx NS ¥ Y
FNC-TAUT SAT e FND-TAUT SAT.
NS Cx Ny Cx
. FNC-SAT ™ " FND-SAT =

TEOREMA 3. FNC-SAT pertence a NVP.

Demonstragcdo. Queremos construir uma maquina de Turing ndo

deterministica M que aceita FNC-SAT em tempo
polinomial. Pelo Teorema 2 podemos supor que M tem uma fita de
trabalho, e as fitas de entrada e de sugestdes que sdo de leitura apenas.

‘Seja x a entrada de comprimento n, e y a sugestio. A maquina M

sera construida de ta forma que se y for da forma a.b.a,b, ... a,b,
onde a; € {p, g}*, b, € {v, f}, 1515m,m<!x!=ng!y!<’)n
A Ana A S 1 1

codificando a interpretagdo b; de cada variavel a; de x que torna a
formula x verdadeira, e se x estiver em forma normal conjuntiva

abreviada, entdo M aceita x. Caso contrario x é rejeitado. Note que
m<mne I l < 2n. Para cada entrada x e suggst_ﬁ.g V. a méquina M

imo um nimero polinomial de passos para parar. Estas

al d
condigbes claramente garantem que M aceita FNC-SAT em tempo

2 SravNvaaa va

Na construgdo de M utilizaremos varias submaquinas com fun-

¢Oes especificas. A maquina M serd uma composi¢io conveniente
destas submaguinas. Note gque uma férmula a abreviada em forma

e Raalsg weaaa . by B ALALRE LViiiiuICE

normal conjuntiva é uma expressio da forma‘®: D, A D2 A ... A D
onde s > 1 e cada D; € da forma 4,; ou (4,; vA V...V A4,

r; > 1, onde os 4, sdo atomos. Descreveremos agora as submaqumas
de M.

(3) Para simplificar a demonstragdo, vamos admitir a restrigio adicional de que uma
formula abrevnada que consiste de uma s6 disjungdo de varios atomos deve estar
entre parénteses. Assim, a formula (p v ¢) sera aceita por M enquanto p v ¢ ndo
sera aceita. Note, porém, que o teorema ¢ valido independe e¢mente desta restrigdo.
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" C\NAGS N \NAOS )
( y daforma certa? —={ Rejeita ) ( Varidvelemy? == Rejeita )
. _/ \_// N— — AN /
SIM v f —
Y
1
I
I
Y Y :
C Atomo? Rejeita ( Disjun¢do? )—‘Gﬂelt)

14

.
[ E——

Figura 2 — As submaquinas de M.

(1) Submaquina *‘y e da forma certa?”’

Descrigdo: Lé x e y simultaneamente verlﬁcando se |y|<2|x]e

se y & da forma a,b,a,b, ...a,b, onde a;€ {p, q}* eb,e{v,f}. Sey
nao for desta forma ou ent ose|y|>2 | x | entdo rejeita. Caso con-
ra spectivas fitas e

o

o0 comego das r

devolve o comando.
Tempo de execugdo: < 4n.

(i) Submaquina ‘““Variavel em y?”.

Descrigao: Verifica se a variavel escrita na fita de trabalho ocorre
em y como um dos a;. Se ndo ocorrer entéo rejeita. Caso contrario

devolve o comando no estado v se b, = v, e f se b, = f. A computagao

de “Variavel em y?” comega com as cabecas da fita de sugestoes e
da fita de trabalho no comego das respectivas fitas, e termina com as
cabegas na mesma pos i"éo A comparagdo de cada a; com a variave

s
na fita de trabalho é feita simbolo a simbolo. Se uma das duas paiavras

—

o alatien ciembhnala nd3A Far A O nas dnac nala.

u se al guim simbolo ndo for 6 mesmo nas duas pala
eca da fita de sugestdes € avangada para o proxlmo a;
ta de trabalho é reposicionada para o simbolo mais a
variavel, repetindo-se a comparacao.

1& Qn
'N "’7



Tempo de execugdo: < 2n?+ 2n. Cada comparagio da variavel na
fita de trabalho com um dos a, leva no maximo 2n passos, e fazemos no

maximo m < n comparagdes. Assim levamos no maximo 2n2 passos
~lazca

I qu€ a mesma nao oCorre
ra

a var .'.". . | em con
para ou encontrar a 1aveEl iy Conc

1y
em y. Levamos no maximo mais 2
comego das respectivas fitas.

"C

> ou concluir
n passos pa

eventualmente simbolos seguintes constituem um atomo, isto é uma
seqiiéncia de p's € ¢'s, ou v, ou f, ou —1 seguido de uma seqiiéncia de
p'seq’s, ou 717, 0u 7 /. Se for um atomo, devolve o valor correspondente
caaonndn o tarmratand A f\l\ i enndan

segundo a interpretagdo codificada em y (para isto poderemos chamar
“Variavel em y?’); caso contrario, rejeita.

Tempo de execugdo: < 2n? + 4n. Leva no maximo 2n passos para
descobrir a variavel envolvida, caso haja uma, e escrevé-la na fita de
trabalho retornando a cabega da fita de trabalho ao comego da fita.
Chamando “Variavel em ) ?” le‘varn s mais 2n*> + 2n passos no maximo
para descobrir o valor desta variavel e comequentemente do atomo.
Note que se a entrada for —1a entdo “a4tomo?”’ devoive v se o valor de
a for f, e f em caso contrario.

TS 5 o
(iv) Submaquina *“Disjun¢io?

13 ' a A otemmlaAla oAl PR S |
Descrigdo: Verifica se o simbolo sob a cabega de entrada e eventual-

mente simbolos seguintes constituem uma disjungdo 1sto é, uma
palavra do tipo 4, ou (4, v 4 . v A4,) onde r > 1 e 4; sdo
atomos, € se a dlsjuncao é verd 1ra 1sto €, se pelo menos um dos
atomos tem valor v. Se ndo for Disjungdo?”’ com eg verifi-
mo?”’

cando se o simbolo sob a cabec : 1
de‘v do por “Atomo?” for v, e

e devolve o comando se o 'v'alo

rejeita em caso contrario. Se for, entio chama “Atomo?”, vé se o
simbolo seguinte é v, e repete este procedlmento até encontrar o sim-
bolo ) em vez de v. Se qualquer dos atomos for v, devolve o comando.
Caso contrario rejeita. Na Figura 3 damos o diagrama de blocos de
“Disjungdo?”. ‘

Tempo de execugdo: <2n® + 4n? + n. Cada chamada de “Atomo?”
leva no maximo 2n? + 4n passos, € mais um passo para verificar o
simbolo seguinte. H4 no maximo n chamadas.

N C)
3 cw
o
P-4

>N
p

bl —
U)
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%’n 5’
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‘O
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=
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~ O
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‘ |>‘I
—
O



E Mais Facil Verificar a Solugio do que Encontré-la?

{
( simbolo Y 2RO N

{

Y

Avanga cabeca

de entrada
Y - /——\ : /—\
\NA oo\ ( Deinita )
\ Atomo' Kejeita } \ nejeiia /
%—\\/ ~—
Simbolo?
C imbalo? )
OUTRO
Re]elta
\
/

\ i

‘

Asrnsmnn nohana

ﬂlelyd Lavutya

de entrada

UT

( Atomo? )-—égﬂ/ne]—eua\ Avanga cabega
N N P de emrada
11 f

vy J
Yy

Figura 3 — Diagrama de blocos de ‘‘Disjun¢do?’’.

Com as submaquinas acima, M pode ser construido como indicado

na Figura 4.
Tempo de execugdo: < 2n* + 4n® + n? + 5n. “Disjun¢do?” € cha-
mada no maximo n vezes. @
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Avanga cabega
de entrada

Figura 4 — Diagrama de blocos de M.

o

Redutibilidade e conjuntos NP-m-completos

o LA SN e

No Capitulo IT vimos uma nogdo de redutibilidade recursiva, que
foi utilizada para mostrar que certos problemas sdo indecidiveis. Aqui

A mac 1M cnncait
H}trwuZI 11IU0 Will VULIWWI

Um conjunto 4 < Z* é m-redutivel em tempo polinomial a um
1k

tihilidad 1: al
ilar, o de m-redutibilidade polinomial.

,-
CD
w
o
-
=
=
o

o B c Z* e indicado por 4 <? B, se existir uma funcdo
f:Z* - ¥ computavel em tempo polinomial tal que para todo
X

eX* temos x€ A sse f(x)€B.
PROPOSICAO 1. Sejam A, B e C subconju de T*.
(i) Se A€ P entdo para todo B ¥ T* ndo vazio A <? B;
(ii) Se A <2C e Ce? entio AP,
(iii) Se A <2C e Ce /P entdo Ae VP
Demonstracao. (1) Seja be Be b’ \ B. As palavras b e b’ existem
mnAarnita D A «l3A srnami~a A~ D C Ok CL.in
porqué¢ o € nao vazio ¢ # & . OCja
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A fungao f € computavel em tempo polinomial porque 4 € P eA<?B
via f.

tempo polinomial:

(1) Calculamos f(x) sobre a fita de trabalho (isto leva tempo poli-
nomial, porque f é computiavel em tempo polinomial);

(2) Aplicamos a maquina de Turing que reconhece C em tempo
polinomial a fita de entrada/trabalho/salda aue contém f(x). (Esta
maquina para em tempo polinomial q(| f(%) | ) no comprimento da
sua entrada, que ¢ f(x). Como f € computavel em tempo polinomial,
temos | f(x) | < p(| x |) para alguma polinomial p, pois em cada passo
no maximo um simbolo € escrito na saida. Portanto o “‘passo” (2)
leva no maximo tempo ¢(p(| x |), que é polinomial.)

e, M reconhece 4 em tempo polinomial.

(i11) A prova ¢ idéntica ao item (ii), exceto que a maquina de Turmg
do passo (2) é agora nido deterministica, e aceita C em tempo polino-
mial. Com ésta modificagdo obtemos uma maquina nio determmlstlca
que aceita 4 em tempo polinomial. m

Um conjunto B < X* ¢ N P-m-completo se
(i) Be 42,
(ii) Para todo Ae /2 temos A <2 B.

(¢

COROLARIO 2. Se B é AP-m-completo entio Be P sse P = NDP.

Demonstragao. Se # = NP entio B e P pois B é N P-m-completo.
Reciprocamente, se B € 2, entdo para todo 4 € /P
temos A <? B. Pela Prop051cao 1 segue que 4 € Z. Isto mostra que
R ”
p

que seja A P-m-completo e se acharmos um algoritmo polinomial
para B, entdo podemos reconhecer todos os conjuntos de #'# em
tempo polinomial. A classe de conjuntos de #°# é muito ampla e

ntA nda ntismarn Aa mralalaeea An ismtamacon e men

conim um grana€ numero ac prooicimas ac inieresse p" tico para

os quais ndo se conhece nenhum algoritmo polinomial. Seria, portanto,
um avango muito grande encontrar um algoritmo polinomial para
um dos problemas A4 "#-m-completos. Reciprocamente, pela mesma
razdo parece provavel que # # A"%. Para provar isto os problemas



N #-m-completos sio os melhores candldatos para um problema em
N P\P.
Estamos agora em condigées de provar o resultado principal

EOREMA 4 (Cook). O conjunto FNC-SAT é A P-m-completo.

Demonstragdo. Ja vimos no Teorema 2 que FNC-SAT € ¥/ #. Preci-
samos entao provar que se A € NP entao A <5' FN C-

forma normal conjuntiva;

sse M aceita x.

Y W Ava fAwwivis

(1) fy(x) é uma formula abreviada em
(i1) f,;(x) é satisfazivel sse x e A, isto

Estas condi¢des garantem que 4 <? FNC-SAT via fu, € portanto
que FNC-SAT ¢ A #-m-completo.

Seja entdio 4 € #'# e M uma maquina de Turing nio determi-
nistica de fita unica que aceita 4 em tempo polinomial p. Seja T =
= {g gl o n]fahpfndpMnnrlpn =tltecg =b',eQ=

lvl,vz, --.,vsJ v AV WYY AN W Ul 2 ]
q, € o estado

1
i
o

v

= {4,,4,, .--» 4.} O conjunto de estados de M, onde
inicial, g, é o estado final ¢,, e ¢, o estado final g,. Seja x uma en-
trada e seja T.= p(|x|). A féormula fu(x) tera as seguintes variaveis

logicas com as interpretagdes padrio indicadas®':

ARIAVEL INTERPRETACAO PADRAO

t<T, v sse M no passo ¢ estiver no es-
tado ¢,;

Simbolo-T; , 1<i<s, 1<c,t<T v sse a célula ¢ da fita de entrada/

/trabalho/saida contiver o simbolo

6; NO passo 1;

Simbolo-Si, 1<i<s, 1<c<T; v sse a célula ¢ da fita de sugestdes
R contiver o simbolo a;;
Posigao-T{,1<c,t<T, v sse a cabega da fita de entrada/
" /trabalho/saida estiver sobre a cé-
lula ¢ no passo ¢;
Posicao-S5, 1<c, t<T, v sse a mhem da fita de sugestdes

(4) Na realidade os nomes mneménicos das varidveis devem ser substituidos por pala-
vras de {p, q}*, de acordo com a Segdo 4.
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Note que o numero de variaveis € eT+sT?+sT+T* + T?
Como T = p(| x |), € s € e sdo constantes, temos um numero de variaveis
polinomial no compnmento da entrada x. Note ainda que, em no

1_. A4 .

maximo T passos, as cabegas de M ndo podem afastar-
células para a direita.

OD
-
-
<
<]
[

6,\‘ Lmennnn MmO CO ll

A férmula f,,(x) sera construida de tal forma que se /M com Su-
gestdo y aceitar X em / passos, com / =< T, entdo f,,(x) com a inter-
pretagdo padrio torna-se verdadeira. Em outras palavras, se M aceitar

~ t+
x entdo fy(x) sera satisfazivel

Reciprocamente, se uma interpretagdo de f),(x) a tornar verdadeira,
entdo dela podemos extrair uma sugc.vt.io y, tal que M com-sugestdo
y a

ceita x em tempo ¢t < T.
A foérmula f,(x) é a conjungdo:

B/\C/\D/\E/‘\F/‘\G‘ H AT

onde as subformulas com a interpretagdo padrdo afirmam:

B — a cabeca da fita de entrada/trabalho/saida em cada passo
encontra-se sobre uma e s6 uma célula;

C — a cabega da fita de sugestoes em cada passo encontra-se sobr

uma € s6 uma w.ula;

D — cada célula da fita entrada/trabalho/saida em cada passo
contém um € um sé simbolo;

E — cada célula da fita de sugestGes contém um € um s
( ser

PR tandn Ao fita de enoectdes nor
\vvv ~ A & 4

(Uwqu O0C

<
apenas, nao

ONnteuao aa iia GC SUges

o depende do passo ?);

F — em cada passo, M encontra-se em um ¢ um s estado;

G — inicialmente o estado de M ¢ ¢q,, a fita de entrada/traba-
Iho/saida contém | F x, a primeira célula da fita de sugestoes

co em I, e as cabecas encontram-se sobre a primeira cé-
lula das respectivas fitas;
H—d .Pmt_an'ésdeM;

I— M ceita x em algum passo t < T.

Cada uma das subformulas estara em forma normal conjuntiva

abreviada, e assim f,,(x) estard em forma normal conjuntiva abreviada.
Descrevemos agora cada uma das subformulas. Note que usaremos
A A, para denotar a formula abreviada 4, A A, Ao AN Ap e
1<5i<¢
A, para denotar a formula abreviada 4, v 4, Vv ... v A,.
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B, = ( \/ Posicio-T)) A A (7 Posi¢do-Tt v — Posi¢do-T).
1<c=<T 1<i<j<T

Note que (7 Posi¢do-T; v — Posi¢do-T’) afirma que no passo ¢ a

cabega ndo pode estar simultaneamente sobre as células i e j, onde

i < j. Assim, B, afirma que no passo ¢ a cabega esta sobre uma e so-

mente uma das células da fita de entrada/saida/trabalho, ¢ B afirma

que 1sto € verdade em cada passo. As formulas C, D, E e F se obtém

a "lulusalll\dllt\v

C= A C, onde

1<t<T
C,=(V Posigio-S;) n A (M Posi¢ao-S; v 1 Posigdo-S)).
1<c¢<T 1<i<j<T
D= A D., onde
1<ct<T
D, = ( Simbolo-T; ) A
1<i<s
A (T Simbolo-T; , v —1 Simbolo-T? )
1Si<j<s
E= A E, onde
1<c=<T
E. = ( Simbolo-S;) A
1<i<s
A (T Simbolo-S! v — Simbolo-S?).
1<i<j<s
F = F,, onde
1=5t<T
F,=(V Estado*y A A (71 Estado} v —Estado)).
1<k=<e 1<i<j<e
G = Estadoi A D’""';’,'z" ’r} A PGSi"dG-S{ A
A Sim bolo-S} A Simbolo-T'!
A Simbolo-T%' A Simbolo- T‘2 ... A Simbolo-T,, | |
A Simbolo-T? ., A Slmbolo T,,+3 L A ... A Simbolo- TT]’
~am A o — ’
UlUC.&—Uil()iz Uln
H = H' A H?, onde

H' = A (Posi¢do-T; v 1Simbolo-T: , v Simbolo-T: ,, ).
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(Note que H! afirma que, se a cabeca nio estiver sobre a célula ¢ da
fita de entrada/trabalho/saida no passo f, entio o simbolo contido
nesta célula nio é modificado neste passo.)

H? = AN Hk;i,j,ci 2,0 onde,
1<k<e
1<i,j<s

1 SC],CZ,‘<T

supondo que &(qy, 04, 0;) = (G4 01, A, Ay), temos:

”k.i.j.n.cz.r =

("IEstadof v 1 Posi¢do-T;' inbolo-S! v Estado®, ) A

i
I, O, ¥V LoGlly 4 )

v 1 Posi¢do-S* v 1 Simbolo-T; , v
A (—Estadot v — Posi¢do-T;' v 7\ Posi¢do-Si* v 7 Simbolo-T:, , v T Simbolo-Si, v Simbol'o-l"‘;";_,“)‘/\
A (1 Estado® v — Posi¢do-T;' v 7 Posigdo-Si* v - Simbolo-T: , v —1Simbolo-S!, v Posigao-T\" ") A
A (—Estadot v — Posigdo-T;' v 1 Posigdo-Si* v -1 Simbolo-T: , v —1Simbolo-S:, v Posi¢do-S;3'*?)

(Assim, H? afirma que para todo passo ¢ < T, se M estiver no estado

S b
., a cabeca da fita de entrada/saida/trabaiho estiver sobre a célula ¢,
que contiver o simbolo o, € a cabeca da fita de sugestdes estiver sobre
a célula ¢, que contiver o simbolo ¢;, entdo no passo 7+ 1 a maquina
M estara no estado gq,., a célula ¢, da fita de entrada/saida/trabalho

conterd o,., e as cabecas estardo respectivamente sobre as células
1

~

)

c, + A, ec,+ A,
Finalmente
_ 2
I= \/ Estado;
1<t<T
Claramente, se M aceitar x com alguma sugestdoy = 0 6;,...0; ,
entdo a interpretagdo padrdo das varidveis torna fr(x) verdadeira, e

assim, a formula f,,(x) é neste caso satisfazivel. Reciprocamente, se
fr(x) for satisfazivel para alguma interpretagdo das varidveis entdo
sejam

Simbolo-Si', Simbolo-S%, ..., Simbolo-S5™

as variaveis
interpretagdo torna E verdadeira, para cada ¢ existe um e um SO j
tal que Simbolo-S! ¢ verdadeira.) Conseqiientemente M aceita x com
. ¢,.., pois as variaveis de f,,(x) que sdo verdadei-

o descrevem, auando reinternretadas nela inter-

Speiaifol) IRALL PR RACRIES P

lo-SJ verdadeiras nesta interpretagdo. (Como a

...... | st

fu(x) € FNC-SAT sse x € A.
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Como o comprimento de cada subférmula de fu(x) é polinomial
em | x |, temos que | fy,(x) | é polinomial em | x |. Seguindo a descrigdo
acima de f\,(x), podemos construir uma maquma de Turmg Qque com
entrada x escreve a formula fy,(x) em t
é computavel em tempo polinomial, o 0 que comp

COROLARIO 3. O conjunto SAT é N P-m-completo.

Demonstracdo. A fungio f,,(x) do Teorema 4 esta em forma normal

conjuntiva abrevmud para quaiquer x. Portanto, como
A <% FNC-SAT via fu(x), € imediato que f,,(x) também m-reduz

M
A a SAT em tempo pollnomlal. Pelo Exercwio 8, SAT € ¥#?. Por-
tanto SAT é A" P-m-completo. m

6. Outros problemas NP-m-compietos

Apos a descoberta de Cook de que FNC-SAT e SAT sio N P-m-
-completos, constatou-se que uma | i a extensa de problemas de im-

€ que 1sta
portancia pratica, lista que continua crcs--ndg a cada ano, sio tam-

Jue con 10, s30 tam
bém A y-m-wrnpletos Note que uma vez demonstrado que um con-
junto 4 é A" P-m-completo, basta mo strar que A <? Be Be /2,
para demonstrar que B também é A42-m-completo. Estas redugdes,
em eeral sdo bem mais si mples do

qQue a rPanan anue vi mgs no Teno
quec

- dadod Aod Al | uv V AKAX A1V A wU™

. Karp [57] exibiu uma lista de 21 problemas #%-m-completos

rema 4
dos quais extraimos seis no teorem

Percebeu-se, entio, que as solugdes rapldas para um grande
numero de problemas de interesse estdo interrelacionadas no sentido

de que ou cada um deles ou nenhum deles pode ser resolv1d0 rapida-
mente por um algoritmo. Isto exnlica a im

....... PR WALl REpVALALLIVL. AUVY UI\ Ax

A NTA

P = NP

Também do ponto de vista tedrico, vé-se que esta ¢ uma questio
central a ser respondida para se ter um melhor entendimento de algo-
ritmos rapldos Com efeito, devido ao Teorema 4, responder a ques-
tdo # = AP resuitara num avango significativo nesta area, qualquer
que seja a resposta: se # = AP entdo teremos algoritmos polinomiais
para todos os problemas em A%, que, como se viu, inclui um grande
nimero de problemas para os quais nio dispomos de algoritmos
polinomiais no momento; se, por outro lado # # A2, entio sabe-
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remos que um grande numero de problemas, os problemas A%-m-
-completos, ndo podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais.

Damos abaixo, sem demonstragio, alguns dos problemas A%-m-
-completos descobertos por Karp.

TEOREMA 5. Os problemas seguintes sdo N#-m-completos:
(i) Programagdo inteira 0 — 1:
{(C, d)| C é uma matriz inteira, d é um vetor, e existe um vetor X

tal que Cx > d};
9 .VI):
s

(D, k) | o grafo orientado D admite uma classificagdo f, !
no mdximo k arestas de D sdo inversées com relagdo a f}
(iii) Circuito hamiltoniano (veja as defini¢bes necessdrias no Capitulo

b
(ii) Classificagdo otima (veja as definicoes necessdrias no Capitulo C
]
| ‘a

I'l’ 1110
P Yyuc

)

|o grafo G tem um circuito que passa por todos o {
) Nimero cromdtico (veja as defini¢des necessdrias no Capitulo C.IV):
)| o grafo G é k-coloravel} ;
(v) Emparelhamento em trés dimensoes (confronte com o Capitulo
C.11):
(T, )| U Tx TxT,T é um conjunto finito, e existe um
= - 1
s |

subconjunto W de [ | T | eparacadai=1,2,3
{wi} = T};

(Wi, wa,wi3)eW
(vi) Problema da mochila:

{(n,a,,ay, ..., a, b)| n,ay, ...,

x, €{0,1}, tais que ) ax;,= b}

1<i<n

Como vimos, ndo se sabe se # = /P ou P # NP. A hipotese
mais popular, embora ndo unanime, entre 0s cientistas de computagao,
parece ser # # AP, que aparenta ser mais plausivel tendo em vista
o grande nimero de problemas de interesse em NP para os quais
nio se conhecem algoritmos polinomiais. Ndo se sabe, tampouco, se
AP ¢ fechado sob complementagdo. Como # € obviamente fechado
sob complementagio é claro que se A% néo for fechado sob com-
plementagio entdo # # AP. Note que NP é fechado sob comple-
mentagio sse o complemento de algum conjunto N P-m-completo
pertencer'a ./'#. Outra vez, a hipotese mais popular, e pelas mesmas
razbes, ¢ que A2 ndo ¢ fechado sob complementagao.

Na Secdo 2 descrevemos uma maquina de Turing nao determi-
nistica que aceita o conjunto COMPOSTO de todas as palavras que

(%]
v
-



sdo a representagdo decimal de um niimero composto. Esta maquina
¢ polinomial, € portanto COMPOSTO pertence a AP. Menos evi-
dente € o fato de que o complemento de COMPOSTO, o conjunto
PRIMO das palavras que representam nimeros primos na notagio
decimal, também pertence a #%. Nio se sabe se PRIMO pertence a

e bl _ 1

2, embora Miller tenha provado que se a hipotese estendida de Riemann
for verdadeira entio PRIMO pertence a #. Nao se sabe, tampouco,
se PRIMO ¢ #/2P-m-completo, mas parece provavel que ndo seja, pois
se fosse entdo AP seria fechado sob complementagio.

PR 28 AV waldll

EXERCICIOS

M) (v p)ev;

(i) (p A 1 p) e f;

(1)) @ A (pp A pg)) e ((p A pp) A pq) (propriedade associativa
de A);

de )
de v);
V) pAg)e (g Ap) (propriedade comutativa de A);
(vi) (p v q) € (g v p) (propriedade comutativa de v);
(vii) (p A (pp v pq)) € ((p A pP) v (p A pq)) (propriedade dis-

tributiva de A sobre v);
(vii) (0 v (pp A pg)) € ((p v pp) A (p v pg)) (propriedade dis-
tributiva de v sobre A);
(ix) 21/(p A g) € (Mp v T19) (lei de DeMorgan);
(x) 71(p v q) e (p A 11g) (lei de DeMorgan);

(xi) p € 21 7p;

wit) e —_—f.
(Au) vE Tij,

(xmi) f e .

w

. Mostre que para toda férmula 4 existem férmulas B e C, logica-

mente equivalentes a A4, respectivamente em forma normal dis-
juntiva e conjuntiva. Note que Be C podem ser féormulas expo-

I e D |

1encialmente mais compridas do que A.

) [

[

»

FYAT PN oV - =

Mostre que FND-SAT e FNC-TAUT pertencem a .
5. Seja =7 a relagdo definida por 4 =% B sse A <? Be B <”*A.
Mostre que =, é uma relagio de equivaléncia.

m

I
-
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£ Mais Facii Verificar a Solugéio do que Encontr

. Seja p(x) um polindmio com coeficientes inteiros, e seja <P®™
a relagdo definida por: 4 <}?™ B sse existir uma fungio f : Z* -+}:* '
computavel em tempo p(n) tal que x € 4 sse f(x) € B. Prove que
<P™ njo é transitiva.

. Prove que existe uma maquina de Turing deterministica que
tendo por entrada uma formula em forma normal conjuntiva da
por saida a féormula abrevnada correspondente em tempo poli-
nomial.

Prove qgue S,

T pertence a NP

uk

9. Como SAT oertence a A% pelo exercicio anterior, 0 Teorema 4

S

P
—

—
w

garante que dada uma formula x existe uma férmula z de compri-
mento polinomial em | x| ¢ em forma normal conjuntiva, tal
que z € satlsfazwel sse x & satisfazivel. Exiba uma tal formula ex-
‘plicitamente. Confronte com o Exercicio 3.

r
Mostre que cada um dos problemas do Teorema 5 esta em AZ.

. Seja k-FNC-SAT o subconjunto de FNC-SAT tal que cada formula
‘de k-FNC-SAT é uma conjungdo de disjungdes de no maximo k

€
e al 4 o ees ~ A7YVIA
1

) k pertence a N2,
lii) Sp k >3 k-FNC-SAT é N P-m-completo.

. Sejam H, = {G|G ¢ um grafo orientado -que tem um circuito

orx-ntado que passa por todos as vértices de G}, € H = {G | G
é um grafo que tem um circuito que passa por todos os vértices de G}.
Prove que:

() H, <h H,;

(i) H, <, H,.
Construa um grafo orientads G com trés vértices iniciais v , v, €V,
et , tal que

(Y TMads ; 1
(i) Laaos q*‘ isquer i vertlces mt

caminhos orientados disjuntos nos vértices, com origens res-
pectivamente nos vértices dados e términos respectivamente
nos vértices finais correspondentes, caminhos tais que em cada

um dos vértices de G passa exatamente um dos i caminhos.
(A unido disjunta dos vértices dos i caminlhos €, portanto,
VG.)

(ii) Para cada i = 1,2 ou 3, ndo existem i caminhos orientados
disjuntos nos vértices, com origens em vértices iniciais e
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términos em vértices finais, e tais que em cada vértice de G
passe exatamente um dos i caminhos, exceto se para cada
um dos i caminhos o seu término for o vértice final correspon-
dente a sua origem. ‘
(Veja as definigoes rece‘sé ias nos Capitulos C.le CVL)
14. Mostre que 3-FNC-SAT < , (vide Exercicios 11 e 12). Note
que isto demonstra, com os Exercnclos 10, 11, e 12, o item (ii1) do

Teorema 5. (Sugestido: Use um grafo orlentad como o construido
no Exercicio 13 para representar cada disjungdo da formula.)

15. Demonstre o Tcorcma 5.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

~
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GC O quc acve ser

A classe 2 foi primeiro definida em [16] por Cobham. O artigo
de Edmonds [23] contém uma di i de

SRSRAAVAINNO &) WV

considerado um algoritmo eficiente e sugere também nas entrelinhas
a classe 2. Cook provou em [17] os resultados principais deste capitulo,

. . ~ ? .
€ caracterizou pela prima vez a questio # = AP precisamente. Karp

o 2 A
[57] exibiu uma lista de 21 problemas AZ-m-completos, demons-

trando o impacto da questio levantada por Cook. Meyer e Stockm

ar] e ”]ql nrovaram os rrnelro

l‘ A-/ y W VesA C4AAL o }Jll
mferlores superpolmomlals, € mesmo superexponenciais para varios
problemas naturais. O resultado que PRIMO € #? encontra-se em
[96], e [81] contém o algoritmo mais rapido conhemdo para reco-

nhecer PRIMO. O melhor limite superior ¢

halanne A~ im :A-
resultados estabelecendo limites

w

D
; -
r

S (8)1 €
€ exponencial, mas a hipotese estendida de Riemann implicaria que
o algoritmo ¢ polinomial [81].



