PRODUTO EFICIENTE DE MATRIZES

1. Introducdo

Quantas multiplicagdes sdo necessarias para obter o produto de
duas matrizes?

Para responder a esta pergunta devemos precisar os métodos
admissiveis para o calculo do produto. Por exemplo, se os elementos
das matrizes forem nimeros reais positivos, € se permitirmos as ope-
ragoes logaritmo e exponencial, entio nenhuma multiplicagio é neces-
saria, ja que

a- b = exponencial (log
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ritmo (a) + logaritmo (b)).

Utilizando a identidade acima podemos eliminar todas as multiplica-
¢Oes para achar o produto de duas matrizes de nimeros reais e posi-

Suporemos entdo, que os elementos das matrizes a serem mul-
as pertencem a um anel com unidade 4. Assim, as Gnicas ope-
ragGes permitidas sdo as operagdes do anel, além de testes de igual-
dade e desigualdade. Note que ndo supusemos que o anel ¢ comu-

tativo, isto €, a - b pode ndo ser igual a b-a"). A nossa pe

ST =
)

?

o

l-’ -
ag

)

—

o

( l) Lembramos que as operagbes + e - gozam das propnedades

. (A, +) € um grupo abeliano, isto é,

(@) a+ (b+c)=(a+ b)+ c para todo a,b,ce A:
(b)g+b:b a para todn 2 he A

Wwuv 4, v Aa,

(c) Existe um elemento 0c A4 tal que a + 0 = a para todo aeA;
(d) Para cada ae A, existe um elemento (— a)e A, chamado de o simétrico de
a, tal quea + (—a) =
2. (A, +) € um monoide, isto €,
(€ a+(b+c)= (a+b)+c para todo a, b, ce
(f) Existe um elemento 1 e 4,1 # 0, t 1 qu

eumelemento l e 4,1 # 0, ta

A;

ue e!—!ea=a

3. A operagdo - distribui sobre +, isto €, para todo a, b, ce A

@ (@+b)-c)=(-c)+ (b-o);
(h) (c-(a+ b)) = (c-a)+ (c-b)
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Esta pergunta, como vimos no Capitulo I, é tipica dps proble-
mas de complexidade de computagdo, no sentido de pedir a determi-
nagio da quantidade de recursos computacionais, (operagdes - no
caso), necessarias para €xecu

rizes

r uma ce tn tarafa N nlnr\r temn ~lA

itar uima ceria tarcia. v aigoriund Cias-
n x n nos fornece um limite superior de
n3 operagoes. Com efeito, se

sico de nroduto de matr
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Z=[z]=X-Y,onde X ={x;] e Y=1[y]l

Z xik'ykj’ l —<— la.] S h,

onde X denota a somatdria no anel A

izamos uma multiplicagdo para ca d valor d

lizadas n multiplicagdes neste calculo. Como Z possui n2 elementos
utilizamos #n - n2 = n® multiplicagdes no calculo de Z. O numero de
somas, pelo mesmo raciocinio, sera n — 1 para o calculo de cada z;;,

nten—1)=n%—n?

6timo, e assim nada nos restaria fazer para m

o sio necessarias n® multiplicagdes para determinar Z.
Como veremos entretanto, nossa intui¢do nos engana neste caso, pois,
surpreendentemente, o algoritmo classico pode ser consideravelmente
melhorado.

""‘Qd

2. O algoritmo de Strassen

Para achar o produto de duas matrizes 1 x 1, certamente preci-
saremos de uma multiplicagdo (vide Exercicio 8). Para matrizes 1 x 1,
portanto, n> mumpllcacoes sdo necessarias € suficientes. J4 para m
trizes 2 X 2 nao se conseglu provar o limite mferlor nd=2=238
multiplicagdes. Isto ndo é de se admirar, pois em 1969 Strassen obser-

vou que é possivel multiplicar matrizes 2 x 2 usando apenas 7 mul-

ma-

U )
o
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tiplicagbes, com o algoritmo abaixo (expresso na linguagem LP, de-

finida na Parte 4, onde +, — e+ denotam as respectivas operagdes

no anel A)

procedimento Prodmar2(X, Y):

inicio

py <~ (x, + xzz)'(yu + ¥22);
« (x21 + x22)°y ;

— \
p3 4—)’11 (-ylZ -’22”
p4: U)zl _y”),

Ps < (xu + X12)* Vs5s

Ps — (X, — x1)) 0y +21,);
Py = (X, — X55) 0y +3,,)5
z2,<p,+p, —Ps+ P,

Zy2 = P3Py

2y <Pyt P, .
Z2 ¢ Pyt Py — Pyt P
devolva Z {Z = [z, ]}

Com as técnicas recursivas que foram vistas na Parte 4, podemos
utilizar o algoritmo Prodmat2 para obter um método mais eficiente
que o algorltmo classwo para o produto de duas matrizes quadra-

das n x n X e Y. Inicialmente vamos supor n = 2, para algum k > 2.
Mais tarde mostraremos como eliminar esta restrigio. Se n = 2*, po-
demos subdividir as ﬁatrizes X e Y, cortando-as em quatro partes
de mesma dimensdo

| I <, 1 [ g [ |

| ll:‘XlZI IY}2§Y12|

[+ I-__!YI

I_ 21 : Xzz_l |_Y21 : 22_| :
Assim X;; e Y;; sdo por sua vez matrizes quadradas n/2 x n/2 cha-
madas blocos. Por exemplo, X |, € a matriz formada pelas n/2 primeiras

linhas e n/2 primeiras colunas de X, enquanto que X, é a matriz for:
madas p_elas n/2 primeiras linhas e n/2 ltimas colunas de X, e assim
por diante. E um fato bem conhecido da Algebra Linear que o pro-
duto de matrizes pode ser feito por blocos, isto é
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le l= ZlZ
Z=X°Y= —;——-—:—;——-,Onde Zl'j=Xi1.Y1j+Xi2.Y2j
LLZl !'LZZ_!

e as multiplicagdes e somas indicadas sdo agora sobre o anel das ma-
trizes n/2 x n/2. Em outras palavras, podemos efetuar o produto X+ Y
como se X e Y fossem matrizes 2 x 2 com elementos tomados do anel

das matrizes n/2 x n/2, que reinterpretado como uma matrz n X n
sobre o anel A4, coincide com o produto de matrizes n x n XY

Por exemplo, para n = 4 considere

| — — -
101 21 0 1] 2 0
2 11-1 0 1 21-1 2
X: ————— : —————— eY_—___—___= _______
201 0 1 1110 0
|
0 31 1 0 2 01 0 -2
L | — L 1 —d
Portanto,
(4 31 2 -2 |
03| 3 2
Z=X.Y= —-——-+—____
2 2 4 =2
4 71-3 6

-

2 0 01 1 1] 0 0

21
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Assim,
[0 1] [ 4 21 [ a4 3]
“11-‘¥11'Y11+X12'Y21 = + = ’
I 4] | =1 —1] | 0 3
2 0] [ o-2] [ 2 -2
Z,=X,,"Y,+ X, Y,, = + = :
3 2 [0 O | 3 2
[0 2] [ 2 o] [ 2 2
221=X21 Y11+X22'Y21 = + = ;
3 6] ] ] 4 7]
[ 4 ol [ o—2] [ 4 -2
Zzz=X21'Y12+X22'Y22 = + =
_—3 6_ i 0 OJ _—3 6J

A idéia do algoritmo para calcular o produto de X e Y é subdi-
vidir as matrizes em blocos n/2 x n/2, e em seguida aplicar a rotina
Prodmat2, com X e Y consideradas como matrizes 2 x 2 sobre o anel
das matrizes n/2 x n/2. Os produtos € somas de Prodmar2 sio por-
tanto produtos € somas de matrizes n/2 x n/2. Para efetuar cada um
destes 7 produtos de matrizes, chamamos o algoritmo recursivamente,
agora com argumentos menores n/2 x n/2. Damos abaixo a descrigdo
precisa do algoritmo em LP. A notagdo X[i :j, k : £] significara o
bloco de X formado pelas linhas de i a j, e as colunas de k a ¢, inclusive.

_ 4  } reh ¥4 A ¥4

procedimento Prodmait(X, Y, n): {Produto de matrizes n x n,n = 2*}

inicio
se n = 2 entao devolva Prodmar2(X, Y) sendo m « n/2;
X, < X[1:m,1:m]; Y,, < Y[l:m,1:m);
Xlz ~ X[l :mm+1:n]; Y, « Yl imm+1:n];
X,, « XIm+1:n,1:m]; Y,, «Ym+1:n1:m];

Xy« XIm+1inm+1:n); Y, « YIm+1:n,m+1:n];
P« Prodmat(S(Xll,Xzz,m +”) S(Y,,,Y,,,m “+7), m);
{ 1 (Xll + XZZ) (Yll + YZZ)}
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P, « Prodmat(S(X,,, X,,, m, “47), Y, m);
(P, = (X, + X, 7))}
P, <—Pr0dmat(Xll,S(Y12, Y,,,m, “—"), m);
{P, = XYy, — 21)}
P, « Prodmat(X,,, S(Y,,, Y“,m, “—"", m);
{P,=X,, (Y — Y, )}
P, « Prodmat(S(X,,, X,,. m, “+7), Y,,,m);
{P,=(X,, + X, Y,,}
P, « Prodmat(S(XZI,X“,m, “=),S(Y, ., Y,,.m, “47), m);
{P,=(X,, — X)) (Y,, + Y,,)}
P, erroamat(o(Alz, sz,lu, “_o M), S( Y,,.m, “47), m);
Y,,

{P = (X12 - 22) (Y21 +

Z,, ~ S(S(S(P, Py, m, “47), Py, m, & -"), P,,m,+");
{211;P1+P4_P + P}
Z,,+<S@P,,P,m, “+7);
{Z,,=P; + P,}
Z, < S(P,,P,,m, “4+7);
{Z,, =rF, + P}
Z,, < S(S(S(P,, Py, m, “+7), P,,m,*=""), Pg,m, “+7);
{(z,,=P +P,- P, +P}
ZIl :m 1 :ml<Z; Z[1 :m mm+1:n«2Z;
Zim+ 1:n,1 :ml < Z,,; Z[m+ nom+1:n«2,,;
devolva Z {Z = X - Y}
fim
procedimento S(A, B, m, s): {A s B, onde s = “+7 ou s = “-"1
inicio
i< 1;
enquanto | < m fa¢a
inicio
j< b
enquanto ; < m faca
inicio
se s = "+ entdo c;; < a;; + b;;
sendo c;; + a;; — b;j;
jej+1
fim;
i1+ 1
fim;
devolva C {C = A s B}
fim



Vamos agora calcular o niimero de multiplicagcdes M(n) utiliza-
das por Prodmat para calcular o produto de duas matrizes n x n,
onde n = 2" Se k = 1 entdo o niimero de multiplicagdes ¢ 7 pois
1amamos alretamente Prodmat2 Para £ > 2 chamamos

[72]
-
a
g >
[72]
(@]
:d

1t V X n/z. scte vezes.
O numero de multiplicagdes utilizadas em cada uma destas chamadas
é

M2+~ 1). Portanto, temos

7
=7-MQ2 ") para k > 1.

A solugdo desta recorréncia é M(2¥) = 7* (vide o Exercicio 3).
Lembrando que n = 2%, temos:

M(n) = 7% = Floean _ Lloga7
Conseguimos, portanto, reduzir o numero de multiplicagdes de n3
para n»2. 7, que ¢ uma economia consideravel, ja que log,7=2,80735..
‘O leitor atento tera observado que Prodmat2 economiza uma mul-

tiplicagdo a custa de quatorze somas. Como Prodmat é baseado em
Prodmat2, pareceria, a primeira vista, que a economia que obtivemos
no numero de multiplicagdes poderia ser anulada por um aumento
no numero de somas. Um exame mais minucioso da situagio revela,
no entanto, que Prodmat na realidade utiliza menos operagdes de soma
do que o algoritmo classico, exceto para valores pequenos de n. Com
efeito seja A(n) o niimero de adicdes que Prodmat utiliza para n=2*,
Se n = 2 entdo este numero é 18, o nimero de somas (ou subtracoes)

dmat2 utiliza. Para k > 1 chamamos Prodmat recursivamente
rizes n/2 x n/2. Cada uma destas chamadas utiliza
portanto A4(2*"!) somas. Antes de chamar Prodmat, no entanto,
somas sdo utilizadas também na rotina de soma de matrizes S, que
usa (n/2)* somas'?’. A rotina S é chamada 18 vezes em Prodmat.

(2) Contamos aqui apenas as somas no anel 4. Nio estamos contando as somas ne-
cessarias para o controle do processo, nos incrementos is variaveis i e J-



Portanto, temos

A(21) = 18
A2 =742 1)+ 18- (2K~ 1)2
desta recorréncia &€ A(2¥) = 6 - (7* — 4*) (vide o Exer-

or Prodmat é, portanto, menor
«nlg:7 < pn3 — n? para n su-
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do que
ficientemente grande.

Vejamos agora o que fazer se n nao for uma poténcia de 2. Seja
2k-1 ~ p < 2% Essencialmente o algoritmo que usaremos € o Prodmat
visto acima, chamado com a poténcia de 2 mais proxima. Para isto
preenchemos com zeros as 2% _ p linhas e colunas extras criadas, con-
forme o esquema abaixo.

n
—
T 100 ...0 | 00 ... 0
n X 100...0 Y [00...0
|
o e l
| I N S S ,
00 ... 0 00 .. 0
SRR — .
00 ; 0 00 .., 0
(. i/k- )
i lo00 ... 0]
X-Y100 0
lo-oo--
ZI—_—'X"Y,:——-————{ ________ '
00 ..! 0
o .
LGU : 0_

E facil ver que o nimero de multiplicagdes sera menor que

T..log. 7 ’ log, 7
7192.7 ¢ o ntmero de somas menor que 42n%:"

Vamos entender melhor o mecanismo pelo qual Strassen conse-
guiu reduzir, assintoticamente, isto €, para n suficientemente grande,
tanto o numero de multiplicagdes como o numero de somas. Inicial-
mente, vamos admitir que é o numero de multiplicagcdes que queremos



80 Parte B — Complexidade de Algoritmos

realmente minimizar, isto é, admitamos que o custo de uma multi-
plicagdo no anel seja muito maior que o custo de uma soma. A idéia
de Strassen ¢ entdo a seguinte: vamos minimizar o nimero de mul-
tiplicagdes num caso particular (n = 2), sem nos preocupar com o
numero de somas, j& que o custo de cada multiplicacio ¢ muito maior
que o custo de uma soma. Se conseguirmos um algoritmo melhor
para o caso particular, que se aplique em qualquer anel nio comu-
tativo, entdo no caso geral podemos tirar proveito desta economia
pelo artificio de dividir as matrizes de entrada originais em blocos,
de tal maneira que possamos aplicar o algoritmo particular as ma-
trizes de entrada, consideradas como matrizes de blocos. (A hipdtese
da nido comutatividade do anel € aqui usada, j4 que o produto de
matrizes é em geral nio comutativo.) Desta forma reduzimos o pro-
blema original a produtos e somas de matrizes menores (n/2 x n/2,
N0 NOSSO ¢aso). A economia no nimero de multiplicagdes no caso
particular, se transformara aqui num nimero menor de produtos de
matrizes do que no algoritmo classico, ¢ poderemos aumentar ainda

j=2
Do)

1™ limav\t

u
numero de somas no algoritmo particular se transforma num aumento
no numero de somas de matrizes (n/2 x n/2, no nosso caso). Mas
somar matrizes é mais facil do que multiplicar matrizes, exigindo,
pelo método classico, da ordem de n? somas contra da ordem de »3

ai1c4it AEYY

€
vantajoso trocar um nimero menor de produtos de matrize: por um
de matrizes, ainda que a hipotese original,
de que multiplicagdes sdo muito mais caras do que somas no nosso
anel, fosse falsa. E devido a este fato que, surpreendentemente, o al-

goritmo acaba economizando até no numero de somas para n sufi-

multiplicagdes e somas para cada produto de matrizes, € portanto
S

7]

, .
n
numero maior de soma

14

cientemente grande.

-Como vimos, o algoritmo de Strassen economiza no nimero de
multiplicagdes utilizadas para calcular o produto de duas matrizes,
mas para n pequeno aumenta o nimero de somas. Se o custo de cada
multiplicagdo for muito maior que o custo de cada soma entio o
algoritmo podera ser aplicado com vantagem mesmo para n relativa-
mente pequeno. Se isto ndo acontecer, entio o algoritmo so sera van-
tajoso na multiplicagio de matrizes muito grandes. Admitindo que
o custo de cada multiplicagdo seja m, e de cada adigdo a, a formula

do custo do algoritmo de Strassen é 7m + 6(7* — 4%a, para cal-
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cular o produto de duas matrizes 2* x 2% enquanto que o algoritmo
classico tera custo total 8m + (8* — 4)a'®. O algoritmo comega a
economizar tanto no numero de somas como no numero de multi-
plicagdes a partir de k = 14, isto € n = 2‘4 O numero total de ope-
racbes no anel, (que é proporcional ao custo se m = a), comega a ser
melhor para o algoritmo de Strassen a partir de k = 10, isto &,

= 1.024. Na pratica, portanto, em muitos casos sera mais convenien-
te continuar a usar o algoritmo classico para calcular produtos de
matrizes de tamanho relativamente pequeno, embora existam mé-
todos de melhorar o dpcpmppnhn do alonrltmg de §t

ALAN/3iRVL

indicado aqui. O artigo de P. Fischer mencionado no fim do capi-
tulo apresenta alguns destes métodos e discute as condigbes em que
o algoritmo de Strassen é superior ao algoritmo classico.

Em geral, pelo mesmo método, utilizando recursivamente um algo-
ritmo que, para um r dado, multiplica duas matrizes r x r usando m

muitiplicagdes, podemos obter um algoritmo que multiplica duas ma-
trizes n x n para um n arbitrario usando O(n'**"™) multiplicag3es e
somas. Assim, se¢ para algum r existir um tal algoritmo com log, m <
lgg‘ 7, en t_ﬁ_ a partir dele poderiamos obter um algoritmo assin-
toticamente melhor do que o d Stras* n. Recentemente V. Ya. Pan

encontrou um tal algoritmo que multiplica ma r
m = ( 3 — 4r)/3 + 6r* multiplicagées. Em particular para r = 70 resul-
= 143.640, e como log,, 143.640 = 2,79512 ... < log, 7, seu algo-

ritmo quando utilizado recursivamente ¢ assintoticamente mais rapido
do que o de Strassen. Talvez matrizes possam ser multiplicadas ainda

AW AL ROV A QLAY Ve AR viiLeD pPUUOURIAL UVl 22ISARIpRAVESTESY AT

mais rapidamente por métodos compietamente diferentes, com possivel-
mente n? log n ou até mesmo n? multiplicagdes. Para que possamos
ter uma idéia de quanta melhoria podemos ter alguma esperanga de
conseguir no futuro, é preciso que achemos limites inferiores para o
numero de operacdes necessarias. E este o assunto que dlscutlremos
na Segdo 4. Antes porém, veremos a

nados com o produto de matrizes.

.!
)

(3) Estamos computando aqui apenas os custos devidos a operagdes no anel. Na rea-
lidade ha um custo adicional de “controle” do processo, para tomar conta das
chamadas recursivas e percorrer as matrizes da maneira correta. Este custo po-
dera ser desprezivel ou nio, dependendo do anel considerado, ¢ dos métodos de
acesso as matrizes.
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3. Problemas correlatos

Nesta se¢do vamos mostrar que existem alguns problemas, cuja
complexidade se relaciona com a do produto de matrizes, de tal modo
quc um cugGi'ituxu mais eficiente para O PIUUULU de matrizes também
resulta em algoritmos melhores para estes problemas. A apresentagdo
sera algo esquematica, deixando detalhes € algumas demonstragoes fa-
cels como exerciclos. Assim, essa segdo € de leitura algo mais dificil e
pode ser omitida num primeiro estudo, sem prejuizo para a com-
preensdo do restante do livro.

Seja A um anel com unidade. Um elemento ae€ 4 é inversivel
em A se existir um elemento mdlcado or a !, chamado de inverso

de a em A tal que

e se um inverso de um elemento de A existir entdo ele
, dizemos que eles comutam se ab = ba. N
ue se b for mverswel em A entdo a e b comutam sse a € b~ ! tam-

em comutam. Neste caso definimos a operacao de divisdo de a por

~

g‘ L o |mV|

b, cujo result ..dv 0 quociente entre a e b, € dado por

a _ _

—=ab ' =b"1a

b
Como a unidade comuta com todos os elementos de A, resulta que
o inverso de qualquer elemento inversivel de 4 pode ser obtido com

______ -1

uma operagao de divisao pois a” ! = i/a.

Estudaremos agora o niimero de multiplicagdes e/ou divisdes em
A envolvidas na determinagdo da inversa de uma matriz inversivel
no anel das matrizes n x n sobre 4 (vide Exercicio 23(d)). Examina-

remos apenas uma subclasse do conjunto das matrizes inversiveis. O
métndn nnde ser es “dldn a P]QSCPQ msnc amnlac canfarme oS Exur_

SISV pYSeS W LRI IO ulll}}luo WCULIIV1 11V

o~ . -

cicios 10 e 11. Seja X uma matriz inversivel n x n sobre A e escre-
vamos X como a matriz de blocos

M, .M
| X1 Ay2 |
L o
| Xar | Xy |

e suponhamos que a matriz X,, possui uma inversa X! 11> que n é



pode ser escrlta como
lrxl_xl + X1—11X12Y—1X21X1—1l - X1_11X12Y_1‘|

|
— Y1 -1 -1 .
| YT1X, X7, Y |

Podemos usar a identidade acima para calcular X~ !, usando duas

inversdes de matrizes n/2 x n/2 e cinco produtos de matrlzes n/2 x n/2

(vide Exercicio 9). Se n for uma pntmma de dois, isto sugere um método

rapido de inversdo de matrizes. Note, porém, que nem sempre € pos-

1 +
sivel COﬁLin‘dax O procCesso recurs

o
3
-
@
9
D
=
3
N
D
7
=]
2
D
-
ie -
<
!3
7)

><

’

tais que X, ou Y ndo ¢ inversivel. Nos exercicios 1ndlcamos condlcoes
suﬁcientes para que todas as submatrizes encontradas no processo
sejam inversiveis e, para matrizes de numeros reais, mostramos como

PRty ey ALl Aa + 1 1 4
reduzir o problema de inverter uma matriz inversivel arbitréria, ao

de inverter uma matriz que satisfaz estas condi¢des. Assim, supo-
remos que a matriz X é inversivel, n é poténcia de dois € que todas as
submatrizes X, ¢ Y sdo inversiveis. Neste caso, usando as técnicas
recursivas desenvolvidas para o método de Strasssen, temos a re-

corréncia
n
+5M
( 2 ) ( 2 >
o de
atriz

multiplicagoes e/o d isOes usadas
i :

-
-~
[S—y
A
|| |

r__A_
Py L
—_—

=

A d

||

onde I(n) denota o numer

Atndn o r
pClU mcicaGo para inverter matrize

operagdes usadas no calculo do produto de duas matrizes n x n.
Supondo que

snxn eMpné

s '\ ey v ivAisy

\

(M(1)
i /n\ (1)
\M(n) > 4M | — |

Segue por indugdo que
I(n) < 3M(n).
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Assim, € possivel inverter matrizes deste tipo usando um numero
de multiplicagdes e/ou divisdes da mesma ordem que o usado por qual-
quer algoritmo de multiplicagio de matrizes, desde que a condicdo
(1) seja satisfeita. Em particular, se usarmos o algoritmo de Strassen

nara a miiltinlicacrdn Aa matrizac O rAfArrANAIa ant >y
pala luuulpupayau UL l11atlizZvd, a 1VVVUlIVIIviIia alvlilia 11
1) =1,
log, 7

n n

3 ’ N ’
cuia solucio é

J“ NS uyuv A d

Reciprocamente, suponhamos agora que dispomos de um algo-
mo que inverte matrizes m X m usando I{m\ operag ¢oes de mul-

ritm inverte matrizes m X m usando

tiplicacdo e/ou divisdo. Entdo, para caicuiar o produto de duas ma-
trizes n x n X e Y considere a matriz 3n x 3n.

[, x o]
Z= 10 I Y|
10, 0, 1]

—

onde /, denota a matriz identidade n x n e 0, a matriz n x n que tem
todos os elementos nulos. E facil ver que Z ¢ inversivel e Z7! é dada
por

.
'~y :k
S

-

N
|
I
<
~
3
l
L J

Como Z ! pode ser obtido usando /(3n) multiplicagées e/ou divisdes
e ela contém a submatriz X - Y, vemos que /(3n) operagdes sdo sufi-
cientes também para o calculo do produto de duas matrizes n x n.
Se denotarmos por M(n) o nimero minimo de multiplicagdes e/ou
divisdes necessario para multiplicar duas matrizes n x n, isto mostra
que

M(n) < I(3n).
Supondo que /(3n) € O(I(n)) resulta que

M(n) € O(I(n))
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(para uma classe de fungdes que satisfazem a hipotese acima sobre

I(n) veja o Exercicio 13 (c)).
Um outro problema relacionado com produto de matrizes € o

de multiplicar matrizes booleanas. Matrizes booleanas sdo definidas
sobre o conjunto {0, 1; munido das operagdes Vv (disjuncdo), A (con-
jungdo) e 1 (negagdo), definidas por:
v o]l Aol - \ 0 | 1
B |
0 {011 0010 1110
l I
1 {1 ]1 1 1011
Dadas duas matrizes booleanas n x n X e Y, seu produto € de-
finido como a matriz booleana Z = X - Y, cujos elementos z;; sdo

adAg mAr
UdUUD pult

=V (xik’\J’kj) .
k=1

Matrizes booleanas podem ser utilizadas para representar rela-
¢Oes sobre conjuntos finitos: dada uma relagdo R sobre o conjunto
(1,2, ..., n}, fazemos r;; = 1 sse o elemento / esta na relagdo R com
0 elemento j. E facil ver que a relagdo representada pelo produto

de matrizes booleanas ¢ a composta das relacoes que€ as matrizes re-

presentam. Assim, O pro oduto de matrizes booleanas é associativa, € a

matriz booleana n x n I, que representa a relagio identidade sobre

{1,2, ...,n} é a unidade em relagao a este produto.

A soma das matrizes booleanas n x n X e 'Y, que indicaremos
por X v Y, é a matriz booleana n x n W, cujos elementos w;; sao
dados por

Wi = Xi; VvV Vij-

Definimos o fecho reflexivo e transitivo da matriz booleana n x n X
como a matriz booleana n x n X* dada nela soma

4 aaiiewa {49 9 £44 asia

Yk _ I
AT = U,

v X v
A matriz booleana X* representa o fecho reflexivo e transitivo R*
da relagio R representada por X. (Veja os exercicios no fim deste

capitulo ¢ do Capitulo D. 1.)



A seguir daremos algoritmos eficientes para o calculo do fecho
reflexivo e transitivo e para a multiplicagio de matrizes booleanas.
A medida de complexidade que adotaremos é o numero de operagdes
booieanas usado pelos algoritmos.

Em primeiro lugar, mostraremos que, sob certas hipoteses, os
dois problemas tém complexidades assintoticas de mesma ordem.
As redugbes sdo muito semelhantes as vistas para a inversio de ma-
trizes.

Suponhamos primeiro que temos um algoritmo que calcula o
fecho reflexivo e transitivo de uma matriz booleana m x m usando
F(m) operagdes booleanas e que desejamos cau,ular o produto das
matrizes booleanas n x n X e Y. Suponhamos ainda que F(3n) € O(F(n))
Consideremos a matriz booleana 3n x 3n

M - 7

|0, X n |

Z=1lo o y |

- f» = - |

10, 0, O,]

Entio,
o, o x.Y]
Z? = ’O,, 0, O,, I
N N

LU U" ” _J

e Z' = 0,, para i > 2, onde 0, é a matriz booleana k x k que tem
todos os elementos nulos. Portanto, o fecho reflexivo e transitivo

Z* ¢ dado por

r i |

7, x x.v|
z#=1l0, 1 Y

0, O, 5|,

e o produto X+ Y aparece como uma submatriz de Z*. Denotando
por B(n) o nimero minimo de operagdes booleanas i

~

o calculo do produto de matrizes booleanas n x n, a construgdo acima
mostra que

e portanto, pela hipotese sobre F temos que B(n) € O(F(n)).
Suponhamos agora que dispomos de um algoritmo de multipli-

cacdo de matrizes booleanas n x n usando B(n) operagdes booleanas

e que desejamos calcular o fecho reflexivo e transitivo de uma matriz
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booleana X. Para simplificar o algoritmo, suporemos que n € uma
poténcia de dois. Escrevamos X como a matriz de blocos n/2 x n/2

I Bl
. [“11 12
A = | | -
X XzzJ
Entio X* é dado por
ly y |
| 11 12 |
¢ —
b
LYZI YzzJ
1 + 1 L 94 L 94 <7 ~ A ¥4 _~ J,_J ______
onde os blocos Y,,, Y,,, ¥,, e Y,, sio dados por
Y, =@, v X, X’f, X,.))*
le = Y11 'Xlz Xzz
Y21 = ng 'le * Y11
Y,, =X}, v (X5, X, - Y, - X, - XT)

(vide Exercicio 15). Assim, para calcular Y,,, Y,,, Y, e Y,, por estas
formulas, usamos dois fechos reflexivos e transitivos, seis produtos e
duas somas, todas operagbes sobre matrizes booleanas n/2 x n/2.
Temos portanto, para o namero F(n) de operagdes booleanas usadas

por este metodo, que

F(n‘<2F/ 21
= \2/ *\2)

ja que m? operagdes booleanas sdo suficientes para o calculo da soma
Aa A‘Iﬂf\ Ml‘l.’"l"ﬂ“ Ll\r\lﬁnﬁﬂﬂ -ae \7 aae QI]“I\'\AI\ Fa b b Ve (s r““l\zt\ Dl“\ on
ULV Uduad llialllied vuvvilealiad rmmi A Irn OUPUIIUU L!UC a l1uliyav D) La-
tisfaca

B(1) > 1,

n
B(n) > 4B 5]

resulta, por indugdao, que
F(n) < 5B(n).
Agora veremos métodos para o calculo do produto de matrizes
booleanas (e, pelo visto acima, para o fecho reflexivo e transitivo).
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E imediato verificar que n3 operagdes A e n® — n? operagdes Vv sdo
suficientes para o célculo do produto de duas matrizes booleanas, ja

que o algoritmo sugerido pela defini¢io (analogo ao algoritmo clas-

ico de multiplicagdo de matrizes) tem essa complexidade. Infelizmente
as técnicas de Strassen, vistas na segdo anterior, ndo se aplicam dire-
tamente para obter um algoritmo eficiente, pois o conjunto {0, 1} com
as operagdes vV € A ndo ¢ um anel, ja que ndo existe o simétrico do
elemento 1 para a operagdo v. (Veja os Exercicios 24 a 26 para o

estudo de semianéis compietos.) Apesar dlsto é possnvel obter um

nlonrlfmn maig Pﬁt‘ nte nara a mn!t

ARAVA LAY WwWiliwi l!-\.f ‘Jul 4 A1li1\
COMO Veremos a Sseguir.

Sejam X e Y duas matrizes booleanas n x n. A matriz W, pro-
duto usual das matrizes X e Y consxderadas como matrizes sobre o
on e $

[ 4

1 Q W . Rerin inteirac
0S5, € uma matriz cujos elementos w;; S€ra0 Iniciros

u.
nao-negativos. Seja Z a matriz booleana que é o produto (booleano)
das matrizes booleanas X e Y. Entdo € facil ver que w;; # 0 sse z;; i #0

A matriz W pode ser obtida em O(n'*?? ) operagdes aritméticas usan-
do-se o algoritmo de Strassen. De posse de W, é facil calcular Z.
O método acima descrlto obtém o produto em O(n’s.") opera
¢Oes aritméticas. Estamos interessados
nas. Para transformar o algontmo acima em um
ragdes booleanas (A, v e 1) devemos 1mplementar as operacoes
aritméticas por meio de operagdes booleanas. E bem conhecido que
a soma ¢ o produto de nimeros naturais pode ser calculado usando-se
operagoes booleanas — é assim que os computadores modernos efe-
tuam as quatro operagdes! Os algoritmos usuais 1€ém compiexidade
O(k) para a soma e O(k?) para o produto de dois niimeros binarios
de k digitos (vide Exercicio 16). Para estimar o niimero de operagdes
booleanas suficientes para o nosso algoritmo precisamos obter um
limite superior para o nimero de digitos suficiente para representar

’

cada nimero usado no calculo de W. Como cada elemento w.. de

Aawvasaw -l s W W A11V 1 4 '_l

W resuita da soma de n termos, cada um dos quais é no maximo 1,
temos que wl j < n, onde n ¢ a dimensdo da matriz W. Note que isto
ndo significa que no calculo dos w;; pelo método de Strassen ndo

possam surgir resultados intermediarios cujo valor excede a n (vide
Exercicio 17). Para evitar a perda de eficiéncia que resultaria das ope-
ragées com estes nume ndes, pode efetuar todas as somas

r
ros granacs, poacmos eietuar toaas as sor ;a
e produtos modulo n + 1: isto corresponde a calcular o produto das
matrizes inteiras X e Y sobre o anel Z,,, dos inteiros médulo n + 1.

%
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Como Z,,, L € um anel, o algoritmo de Strassem pode ser usado. Nao
é dificil provar que o resultado final sera a mesma matriz W que se-

ria obtida efetuando-se o produto no anel dos inteiros. Lembrando
que o nimero x € N pode sempre ser representado por |log, x] + 1

PuUSey SVaARipgit SRS SRt ewss

VPR

digitos'¥’, vemos que se caicularmos W em Z,,,, ne hum resultado
intermediario necessitara mais do que |/og, n]+1 dlgltOS

Usando todas estas técnicas, obtemos um algoritmo que calcula

o produto de duas matrizes booleanas com O (n'*%27 (log n)?) ope-

ragdes booleanas. De modo geral, se M(n) for o nimero de oper ragoes
X n,

aritméticas necessarias para o calculo do produto de matrizes n

e se P(k) for um limite superior para o calculo da soma e do produto
de dois nameros de k digitos, entdo O(M(n)P(log, n)) operagdes boolea-
nas serdo suficientes para o calculo do produto de duas matrizes
booleanas n x n. Como vimos, este também € o numero de operagdes
suficiente para o calculo do fecho reflexivo e transitivo de uma ma-
triz booleana n x n.

Existem outros problemas relacionados com multiplicagdo de
matrizes: alguns sdo vistos nos exercicios. Mencionamos dois outros,

que fngprp do €SCopo deste livro:

..!

"7" n mraee

(a) decomposigio LUP: dada

:
sobre um anel qualquer, é possivel acha (n?°795--) operagoes arit-
méticas matrizes L, U e P, tais que X=L+ U+ P, P ¢ uma matriz de
permutagdo, L € uma matriz triangular inferior, U ¢ uma matriz trian-

gular superior.

(b) reconhecimento de linguagens livres de contexto: par a cada
gramatica livre de contexto, € possivel obter um algoritmo que, dada

uma palavra x, decide se x estd na linguagem gerada pela gramatica
em O (n2'7°5-) operagdes, onde n ¢ o comprimento de x.
A seguir trataremos do problema de estabelecer limites inferiores

Jh Iy

para a complexidade do calculo do produto de matrizes, ¢ de a alguns
outros problemas algébricos.
4. Limites inferiores

geral muito dificil pro-

e = zama A geenn s

(4) [ x} é o maior inteiro menor ou igual a x.
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putacionais, como um nimero minimo de multiplicagdes, de compa-
ragbes, tempo, espago, etc. A dificuldade vem do fato de que para se
provar um limite inferior de algum recurso computacional devemos
demonstrar que aualauer algoritmo que calcule a fungio desejada de-
vera usar pelo menos esta quantidade de recursos. E muitas vezes
possivel, e as vezes ate facil, mostrar que um particular algoritmo
que conhecemos para a fungio utilize certos recursos. Mas para pro-
var um limite inferior, este deve apllcar-se a métodos que calculem
fungdo, mesmo a métodos que ainda ndo conhecemos, utilizando

e propriedades ainda nio descobertas. Precisamos enfim
provar que qualquer aligoritmo para a fungdo tera de utilizar pelo
menos tais € tais recursos. O exemplo da Segdo 2 é um caso tipico:

antes de sua descoberta acreditava-se, erroneamente, que qualquer

O para o calculo do produto de duas matrizes n x n precisa

utilizar pelo menos »n* muitiplicagdes. Consideremos agora um outro

ex mplg deste tino. Sunonha aue gueremaog determinar o prOdutO de
’

3
D~
s
Q
(=

APV MR PULLIIG ULV UVIVILIIVD Jviviiiiiiial

plicagdo de numeros reais e queremos minimizar o namero de mul-
tiplicagdes. Como (x + iy) (u + iv) = (xu — yv) + i (xv + yu), apa-

J I
A n arrimtn ols
rentemente quatro multiplicagées sdo necessarias. O seguinic aigo-

ritmo, no entanto, usa apenas trés multiplicagdes.

procedimento Prodcomplexo (x, y, u, v):

inicio
11312713‘—-x+}), v_u,l-+!);
Py <1t u;
real « Py — y.t_:
real Y-t

imagindria « X « L, + P>
devolva (real, imagindria) {(x+ iy)(u+ iv)= (real+i - imagindria)}
fim

No caso de problemas algébricos, como produto de matrizes, cal-
culo de polinémios, e outros, existem algumas técnicas, que apesar
das dificuldades apontadas, podem ser usadas para obter limites infe-

riores para o numero de operacoes necessarias. Infehzmente nao sera
no«we] apresentarmos estas técnicas com detalhe e ngnr suficientes

no €spago limitado de quec spomos bsperamos quec as p g nas se-
. ‘aia d

o tipo de resultados que se pode obter e das

tecmcas utlllzadas para prova-los, e que os leitores interessados con-
sultem a bibliografia indicada. Vale a pena salientar que esta é uma
area de pesquisa em franco desenvolvimento. Assim, é possivel que
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‘muitos dos resultados obtidos até agora sejam passiveis de melhoras
substanciais.
Comegaremos por um exemplo simples destas técnicas.

PROPOSICAO 1. Seja A um anel e seja

fia,,a,,...,a,)= a;,

i. Qualquer programa, cujas unicas instrugoes se
el. e que calcule a fun;gg fn requer n somas ou subtr. coes.

9 L had CessL ML W e

Demonstracdo. Por indugio em n. Se n = 0 entdo nio ha nada a
; provar. Suponhamos entio que o calculo de

fulay,a,, .., a,) requer n operagdes + ou —. Seja P um programa
que calcula
fn+1(a0’al,""an+1)= Z ai’
0<i<n+t+1
usando o niumero minimo de somas e subtragdes. O programa P deve

r pelo menos uma oper acio + ou — pois se todas as operagdes de
P sdo multiplicagdes entdo somente valores da forma

[ ) jl. L] '2. L] L] jk.
Coeallec,calle ..oy e Gy

podem ser caiculadas. Em particular se a, = a, = ... = a,_, =0,
entdo f,, (a,,a,, ..., 8,4,) = 4, + a,,,, que para um anel arbitra-

rio ndo pode ser expresso como um produto no anel. Consideremos
entdo a primeira soma ou subtragido de P. Todos os valores até agora

calculados sdo produtos da forma ja vista, pois esta € a primeira soma
ou subtragio utilizada. Esta soma ou subtragio, entido, precisa ser

€A  wsuLiX N asale e S SYENy 2GRS L )

ou da torrha t + ¢, onde tl € t2 sao termos prev1ameme CalCUIdGOS,

[ ] jl' L ) jz. L] L] jk.
Cyrajlecyalle ..o ay ck+1

Oou subtracae niao equival a uma mstrugao da forma
. 3. iy i 1 7 h, 1 _hs 7 _ho 1
— o (1’ o o (])% o ° LY i) 0 ) O < ° . i
L C o@ oCoo@iye...°CpoQy *Cyy T A Ay *Q,°050...°0,°0, ey -

Pelo menos um dos termos ¢, ou t, precisa conter uma variavel a;,
l 2 . 0 l
que suporemos sem perda de generalidade ser a,,,. Seja P’ o pro-
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grama obtido de P onde todas as ocorréncias de a,, , sdo substituidas
por 0. Tal programa calcula

f.-:(aos ai s cees a;:)'

A instn c:éo correspondente a primeira soma ou subtragdo de P pode
agora ser eliminada, pois o termo em que a,,, aparece sera igual a

Zero, € portanto esta instrugdo atribui a ¢ ou o valor de uma variavel,

ou o valor de um termo anterior ja calculado.® O programa assim

f(n Vsl
Jn\%gs ¥

obtido. P’’. é eqguivalente a2 P’ e calcula nortanto ,
tem exatamente uma soma ou subtragdo a menos que P. Pela hipotese

-~y ’ ~ nvunv;ltv QG 2 4 v wvailivuia lJU il

~ .
agOCs. L O lseq

d ut Vﬂ p anf‘ls Ibtrnn

ll\.“‘rl'“ a pPrvea a

temente P precisa ter p
prova a Proposicdo. m

m ag N Q
tel a¢ menos n somas ou su

+
(7]
Q
=
vl
w
=
[7,]
c
G
-
8
S
o
a
'm
..n
=
a

elo menos n

0

tiplicagdes necessarias para calcular o produto de duas matrizes.
Seja 4 um corpoi® € x,, X,, ..., X,, ¥y, Yy, ---» Y Varidveis que
nao sejam elementos de A. Cons d eoanel A[x_,x.

N

e
Xis Xy eens x_.y. s Vgs e que estenda o corpo A4. (Isto é, o anel
de polmomlos sobre A nas n + m variaveis x, XY 13Y23 > Vm:)
Portanto, para elementos a e b de A, as operacoes a + b,a— b,a-b,
no anel A[x, Xp> Y15 Y55 ---» Y] CoOincidem com as operagdes

1010 Vv o
itiva de incluir as varidveis x; e

% ¢ a de representar desta forma variaveis de entrada do algoritmo.
Para cada execugdo do algoritmo, que operara sobre 4, x; € y; ; as-
sumirdo valores em A, porém, como o algoritmo deve func1onar para
~quaisquer valores assumidos pelas variaveis de entrada, queremos que

a priori ndo tenhamos nenhuma relagdo com qualquer elemento fixo
de A4

Note que, como todo corpo ¢ um anel, se um algoritmo calcular
uma fungdo sobre um anel arbitrario, em particular calcula tal funcio
sobre todo corpo. Assim, podemos estudar limites inferiores no ni-

eliminar esta instrugdo, é preciso também substituir ¢ peia
variavel equlvalente ja conhecida, em todas as demais instrugSes em que ¢ aparega.

(6) Um corpo ¢ um anel com unidade comutativo em que todos os elementos nio nulos
sdo inversiveis.



mero de operagdes de algoritmos que operam sobre um corpo, que
tais limites inferiores serdo também validos para algoritmos operando
sobre anéis. A reciproca ndo é verdadeira: um algorltmo pode calcular
uma fungdo sobre um corpo usando um nimero de operagdes menor
do que o usado por qualquer algoritmo que c lcule a fungﬁo sobre
um anel arbitrario. Por exemplo, xy + yx pode ser ca
s6 multiplicagdo se x € y pertencerem a um corpo mas requer duas

multiplicagGes se cles forem elementos de um anel arbitrario.
3 1 tipo especial, que de-

ES‘
e
=¥
(@)
©
=
=
£
8

Ng ol
Os algoritmos que estudaremos serdo o de eci
oy A

um
nominaremos de algoritmos em linha reta. Um algoritmo em linha
reta ¢ um algoritmo, no sentido definido na Parte A, sem instrugoes

de controle como enquanto, repita, se entiio seniio, etc. ou de chama-
das de procedimento. O algoritmo consiste de uma seqiiéncia finita
de instrucdes de atribuicdo de valor do tipo u < vopw onde vew
sao

()ouumdosx ou y;;

(b) ou uma constante, isto ¢, um elemento de 4;
(c) ou uma variavel u cujo valor foi prev1amente calculado.

A operagdo op € uma das operagdes +, —, Ou , do anel A[x,, x,, ...,
Xns V1o Vs oo ., ¥.]. Como queremos provar 11m1tes inferiores no nu-

mero de operacoes aritméticas, as instrugdes de controle ndo sdo em

geral necessarias, pois em principio para cada n fixo, pode-se ‘“‘de-

senrolar’” um conjunto de instrugdes a ser repetida n vezes por meio

de uma operagdo de controle como enquanto ou repita, pelo artificio

de repetir no programa as operagdes envolvidas o numero requerido
alg

de vezes. Desta maneira, o conceito de goritmo em linha reta eli-

Aaalsiawiaa e (LU S

mina os problemas irrelevantes ao aspec ‘o que queremos estudar.
Os limites inferiores que provaremos serdo para algoritmos deste tipo,
mas sdo igualmente aplicaveis a qualquer l oritmo mais geral, desde
que este possa ser reduzido por um artificio, como o indicado acima,
a um algoritmo em linha reta equivaiente. D avante quando usarmos
alavra “‘algoritmo’ neste capitulo, sn.,bcntenderemo s ser um algo-
ritmo em linha reta.

Um algoritmo, assim, calcula uma fungdo f: A"T™ — AP se, apOs
a execugdo do algoritmo, um determinado p-subconjunto das varia-
trugdes contiver os p componentes do

."?

veis u a csquc erda das su
valor da funcio f(x s Xgy cees Xps Vis Vas oo y,) para cada valor da
variaveis de entrada.

Nosso objetivo é calcular limites inferiores para o numero de

multiplicagdes necessarias no calculo de algumas fungdes. Para isto
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contaremos apenas multiplicagdes que ni3o possam ser eliminadas
(por exemplo, a multiplicagdo 2 - x pode ser eliminada, pela soma
X + x), que chamaremos de essenciais. Como estamos provando li-
mites inferiores, podemos contar apenas o numero de multiplicacdes
essenciais, pois este € menor do que ou igual ao niimero de multipli-
cagoes. Em outras palavras, provaremos limites inferiores sobre mul-
tiplicagbes essenciais, e por conseguinte tais limites inferiores apli-
cam-se a qualquer multiplicagio, essencial ou ndo.

Nao contaremos multiplicages entre elementos de 4, nem mul-
tiplicagdes em que ambos os operandos ndo dependem de alguma das
variaveis de entrada x; e y;- Assim, uma mmup agdo € essencial se

4

ela € uma operagdo u < v-w, onde v e w sdo variaveis essenciais.
Uma variavel € essencial se for
ou (a) um dos x; ou y,,

ou (b) uma variavel cujo valor

instru¢do, em que peio menos um dos operandos é uma
variavel essencial.

A seguir, indicaremos como obter um limite inferior para o nu-
mero de multiplicagées essenciais necessarias para o calculo de Bx,

T 4 do 1 R &
onde x = (x,, X35 oues x,) € o vetor coluna dos valores x;, ¢ B ¢ uma

matriz p X n, cujos elementos sdo fungdes lineares dos y;. Os limites
serdo validos para programas em linha reta que calculem a fungido
Bx para qualquer corpo A. Assim, nio podemos usar proprledades

a "

Ao nnnmnAdiAiAnnIs senaen 4»,‘.-.4,... Dro

ICIM COmMdnaos COonaiCiondis para iéstar pro

de corpos pa

priedades dos argumentos.

EXEMPLO |I. Sejam U = [u;;] ¢ V = [v;;] matrizes n x n sobre A.
A matriz Z = UV pode ser obtida efetuando-se o pro-

duto da matriz n> x n2 B com o vetor X, onde, na forma de blocos,

FE
g= |% U 0 .0,
- n 0 ) I/
IU" Yy, Un UI
e
x'=(v,,,v Vs Vio, ¥ v V..,V V)
= Wi1s V215 o5 Vnps Vizo Vazs oo Vags w05 Vins Vans ++o5 Vin)-
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1]
(3]

Obtém-se entdo

T
(2115 231> +++» Zn1s Z125 Za25 =+o> Znas +++5 Zn1> Zno cees Zpp) -

EXEMPLO 2. As partes real e imaginaria do produto de dois numeros
complexos u + iv € t + iw podem ser calculadas efe-

tuando-se o produto
o= [

I
v ul i
Considere o espago vetorial (sobre o corpo A) A, yz,..., Yol
das k-tuplas de A[y,,y,,,Vm- Um conjunto {a;} de r vetores de
Ay . Vs, ..., V] € linearmente independente modulo A sse

E N BARIOLIRAREINE |

Y co; € A c,€eA

implica que ¢; = 0 para todo i. Se um conjunto de vetores ndo € li-
nearmente independente modulo 4, dizemos que ele & linearmente de-
pendente modulo A. Em outras palavras, uma colecdo de vetores €
linearmente independente modulo A4 se ndo existe uma combinagao
linear dos vetores com coeficientes em A, nem todos nulos, que re-
sulte num vetor em cujas componentes as variaveis y; nao aparecem.

Seja B uma matriz r x s com elementos em Ay, Yys ooos Y-
O posto de linhas de B mddulo A € a cardinalidade do maior conjunto de
linhas de B (consideradas como vetores de A°ly,,y,, ., Val) que €

linearmente independente moduio A.
A ferramenta essencial para a demonstragdo dos resultados desta
secdo é o teorema que provamos agora.

TEOREMA 1. Seja B uma matriz com elementos em Ay,,¥,, ---» Vul
e seja X = {x,, X,, x,)7. Se o posto de linhas de

L) J\rn, ar o RS <<

B médulo A é r, o cdlculo de Bx requer pelo menos r multiplicagoes
essenciais.

imeiro lugar, note que podemos supor, sem perda

de generalidade, que B tem r linhas. (Caso contrario,
considere a matriz B’ formada por r linhas independentes de B. Todo
calculo de Bx deve calcular B'x, e, portanto, usar pelo menos tantas
multiplicagbes quanto B'x.)
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Suponha agora que s multiplicagdes sdo suficientes para o cal-
culo de Bx, € sejam ¢ ,1,, ..., 1, as expressdes calculadas por essas
multiplica¢es. Como as inicas outras operagdes permitidas sdo somas,
subtragdes ou multiplicagdes ndo essenciais, os elementos de Bx po-
dem ser expressos como fungdes lineares dos 7, € das incognitas x ;
€ ¥, com os coeficientes ¢, das fungdes llneares sendo elementos de
A. Isto é, se

= (t,, 1,y s 1)T

o}
S
0
Q
3
o]

t
podemos escrever o produt

onde os elementos d;; da matriz r x s D estdo no corpo 4 € o vetor
u tem por componentes fungdes li es das 1 X; € 1
€, para todo f, 1 < ¢ < r, existem c;, c;€ 4, tais que

Suponhamos agora que s < r. Entdo, como sabemos da Algebra
\

Linear, as linhas d; de D sdo linearmente dependentes (como

te e
de A4%), e portanto existem coeficientes w,, w, € 4, nem todos nulos,
tais que

trag
L

LV ) QN ]

iwldi=

1=1
r nan v\I‘lII\ L 1 T S—" lu.v sy FUTIRY 21e2 12 . ~
1 11aV 11uiv = Wy, Wy, ..oy W), IVIULUDIICAIAO dlll-
la igualdade (2) por w, temos

(o))

bos os lados

(WB)x = wu.

Ja que as componentes de w estio em A, o lado direito é uma
fungdo linear de incognitas com coeficientes em A4, e portanto o lado
esauerdo nao Dodera ter nrodume de lhon nitas. Isto so é pgsswe]

hn

se o resultado de multiplicar o vetor linha w por B for um vetor cujas
componentes es em A (porque a linhas distintas de x correspon-
dem varidveis x; distintas). Mas wB e A" equivale a dizer que as linhas
de B sdo lmearmente dependentes modulo 4, e, rortanto, o posto de
linhas de B modulo 4 ndo é r, contrariando a hipotese.

[72)
—t-
Ror
- O



Como a contradi¢do resultou do fato de supormos que s <,
devemos ter s > r, 0 que prova o teorema. @

COROLARIO 1. Pelo menos n* multiplicagcdes sdo necessdrias para

At do dunc matrizoe m X n

’lu ’ A NN
aiCut U pProcuiv «uc wuuo rnkiricco e A T

ﬂ

Demonstragdo. O posto de linhas médulo 4 da matriz B do Exem-
plol én’m

Existem varias maneiras de generalizar o teorema anterior : pode-

r versdes mais fortes do teorema que dio limites inferiores

AVILI VWU WV VWA WwWiiAa S~ aasa2ZS 15214

V
sobre algoritmos em linha reta em que divisdes também sdo permi-
tidas; pode-se demonstrar que o posto de colunas de B modulo A4
também é um limite inferior para o nimero de multiplicagdes essen-
ciais necessarias para o calculo de Bx, e pode-se obter uma formula-
cdo geral de limites inferiores sobre o niimero de muitiplicages neces-

as bilineares baseada no posto de um

sarias para O calculo de formas
tensor de ordem trés associado a forma bilinear. Ndo podemos expor
estas técnicas neste capitulo, apenas mencionamos alguns dos limites
mferlores que podem ser provados por meio delas. Alguns destes

..A.,..n [ gy
CiCiOS nNo 1im do %plt‘dlﬂ
€S 1

XCiC
QUIHtCS limites inferiores conhecidos para

de multiplicagdes necessarias par
algoritmos em linha reta:
calculo do valor de um polinémio de grau n

- mAant~ n
s

UM PONO ...t ceiaienen

numero

o

produto de nimeros complexos usando pro-

Arirbnao An eran -n 1

QUUOS QC TCAIS ... ciiierenrecrectssssccecccscccaanns o
produto de quaternions, usando produtos

de TEAIS ....ovviriiiiiiiiiie e 8
produto de matrizes quadradas n X n...... 2n? — n.

Nos trés primeiros casos, o limite superior ¢ também o limite

b WIS PR 2RO 1e
inferior: a regra de Horner usa n multiplicagdes para o célculo do valor

de um polinémio; vimos um algoritmo que calcula o produto de nu-
meros complexos usando apenas 3 multiplicagdes; e o algoritmo de
“multiplicacdo ra ida” de quaternions pode ser encontrado em [66].

entanto A 112 smenlal
entanto, ¢ um problema que continua em

o
h oje, o melhor limite SUDCI’IOI’ e da ordem
dem de n2. A diferenga entre os dois ¢ muito grande, e ¢ um problema
fascinante (¢ aparentemente dificil) tentar diminui-la.
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EXERCICIOS

1.

o

:lk

(¥,

Verifique que o algoritmo Prodmar2 calcula o produto X - Y cor-

~ a

retamente, usando 7 multiplicagSes (ndo comutativas) e 18 somas.

(@) Prove que a solugdo da recorréncia

MQ2YH) =17
M@2Y = TM(2k-1)
L \ 7 \ )]
é M2 = 7~
(b) Prove que a solugdo da recorréncia
AQ2Y) = 18
A2H =7 AR + 18(2%~1)2 para k > 1

~

u¢do da recorréncia
X(1) = b,
n

X(n)=aX( \+bn,
L \c/

(4
satisfaz

O(n) se a < c,

X(n)e {O0(nlogn) se a = ¢

L O(nlogc a)

b

-~

s a >

o)

% B | __9
ke n, — n;..

I
Ache o menor n, tal que 6n . 2

4 Bwik W 1iiviivVil l‘o

. Mostre c%ue 0 programa abaixo calcula o produto de duas matri-

zes 2 x 2 usando apenas 7 multiplicagdes e 15 somas (ou subtra-
¢oes).
procedimento Outroprodmai2(X, Y)
inicio
S, =X, + X,,;
S, «~8§ —Xx



oo

10.

«w®
w

Produto Eficiente de Wi ai rizes

Py < 5,7 S>
P, <Xy Vs
Py < X5V
D. 4—53~s7;
Ps f—sl-ss;
P "‘54’}’22;
P, 4—x22-58;
S D, + P
Si0 « So + Pa;
Zy, < Py t Ps;
z,, <5, + Ps+|Pe:
Zy1 < S0~ Pas
Zy3 ¢+ S10t Pss
devolva Z

fim

Escreva um programa em LP que calcula o produto de matrizes
sobre Z,, o corpo dos inteiros modulo 2, sem usar a soma ou

N

5
$v]
Ce)
$1}
D
D~
-}
D
e
D
7]
@
=l
Av]
a&
(@]
3
Q-
O
‘O

.............. para o r
duto de duas matrizes l X l. (Sugestao. o programa deve funcno-
para quaisquer anéis. Considere o anel dos polindmios com

r
coeficientes em Z sobre duas variaveis nio comutativas a e b,

mostre que o produto ab, resultado da muyltiplicagao das matri-
zes | x 1 [a] e [b] ndo pode ser expresso como o resultado de somas

e subtragdes envolvendo a e b.)

Verifique a féormula do texto para inversdo de matrizes por blocos,
e que ela pode ser programada usando apenas cinco multiplica-

¢Oes de

atrizes.

Dé um exemplo de uma matriz inversivel X, tal que

(a) a submatriz X, ndo seja inversivel.

(b) X,, seja inversivel, mas ¥ = X,, — X, X! X,, ndo seja.
Mostre que as matrizes X, e Y sdo sempre inversiveis, se X for
nao-singular e

(c) X é uma matriz triangular superior (triangular inferior).

(d) 4 é um corpo ordenado e X € simétrica, positiva definida.
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11.

12.

13.

[,
&

15.
16.

17.

‘(a) Prove que se M(n) > 4M

Parte B — Complexidade de Algoritmos:

Mostre que se X € uma matriz ndo singular sobre um corpo or-
denado, e se X7 é a transposta de X, entio

(@) S = XXT é simétrica positiva definida;

(b) Y1 = xyT.g1

\UI L3

Usando os fatos acima, esboce um algoritmo para inverter ma-
trizes sobre corpos ordenados que usa O(M(n)) multiplicagdes e

divisoes.

> ) entdo I(n) < 3M(n) (Note que

M(1) > 1 pelo Exercicio 8.) _ .
(b) Prove que a solucido de recorrénci

(I(1) = 1,
n n log, 7
oy =21(3) +5-(3)
satisfaz I(n) < 7n'%:7, Obtenha a solugio em seguida.
(c) Mostre que a familia de fungdes que sejam positivas, mo-

noténicas nio decrescentes, ndo limitadas e tais que f(cn) e
€ O(f(n)) para toda constante ¢ > 1, contém as fungoes
a-logn e a-n® para a e b reais e positivos. Ademais esta

familia ¢ fechada sob soma, produto e composigdo de fungdes

Mostre que

(a) a operagdo A pode ser expressa por meio de composigdes
de ve 1;

(b) a operagdio v pode ser expressa por meio de composigdes
de A e T

(c) a operagdo 1 ndo pode ser expressa por meio de composi-
coes de A e v.

Verifique a formula da Segdo 3 para o fecho reflexivo e transitivo.

D¢ algoritmos para a soma e para o produto de nimeros naturais
usando operagdes booleanas. Analise a complexidade dos algo-

T T T Y —

T l llllUb.

Considere a seguinte técnica para multiplica¢io de naturais es-
critos em notag¢do binaria:
para multiplicar nimeros de um digito x-y = xAy;



1

Snd
\O

8.

para multiplicar niimeros de n digitos, onde n = 2, escreva

x=a-2"*+b
y=c2"2 +d
com a, b, ¢ e d nimeros de n/2 digitos. Calcule x « y pelo algori
u—(@+b)-(c+4d;
vV «a-c;
web-d;
Z V24 u—v—=—w)2?2 4w
Lembrando que podemos multiplicar em notagdo binaria por 2"
acrescentando n zeros a direita, vemos que o algoritmo acima
usa trés multiplicagdes de nﬁmeros de comprimento n/2.
multiplicagdo de inteiros usando

(a) Escreva um algoritmo p

A a3 Kamraava

IN

a técnica acima. ‘Mosrr e que sua omplexidade satisfaz a re-
corréncia

P(1) = k,

P(n) = 3P(n/2) + kn,
onde £ ¢ uma constan

¢ :
(b) Mostre que a solucdo da recorréncia acima €
P(n) = 3kn"%:3 — 2kn.

(c) O raciocinio acima contém um erro. Ache-o. Escreva as somas
(a+b)e(c+d)como a2"2 + e, e y2"2 + f com a e y di-
os binarios e obtenha um algoritmo correto. Mostre que

sua complexidade é da ordem oz 3

(a) Dé um exemplo de matrizes n x n sobre {0, 1}, cujo produto,
pelo método de Strassen, produz resultados intermediarios

maiores do que n.

(b) Sejam X e Y matrizes de inteiros positiv
ponha que todos os elementos de X (, Ye
n. Mostre que os resultados do produto X . Y, calculados nos
anéis Z e Z,,, sdo idénticos. (Identificamos o inteiro i < n

com o elemento 1 + 1 + ... + 1 (i vezes) de Z,,,.)

—
A d

Mostre que os vetores (y,,,), (¢,,0) e (0,y,) de 4%y, y,]
sdo linearmente independentes moduio A.

(b) Defina o posto de colunas modulo 4 de uma matriz B com
elementos em A[y,,y,, ..., V). Mostre que o posto de co-

lunas de B ndo ¢ necessariamente igual ao posto de linhas de B.
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20. Prove o seguinte teorema: Seja B uma matriz p x n cujos ele-

21.

22.

23.

mentos sao fungdes lineares das variaveis V13YVys +oes Vm» € X UM

vetor coluna de n componentes. Se o posto de colunas de B modulo
A for r, o calculo de Bx requer pelo menos r multi plicagdes essen-

I"I (2 1c
wi@iio.

Usando o teorema acima prove

(@) o calculo do valor de um polinémio de grau » num ponto
requer n multiplicag8es (note que a regra de Horner usa exa-
tamente este numero de multiplicagdes e é, portanto ét.. na).

b) o calculo do produto de uma matriz n x m por um vetor

luna de m componentes requer nm multiplicages.
Sugestdo: para a parte (a) considere o produto da matriz 1 x (n+ 1)
[1xx?... x"] pelo vetor [a, a, ...a,)".
a parte (b) considere o produto da matriz n x nm

Vi Ve ¥ 0 0 ... 0 0 ...0 0 .. 0]

(h
\v

Par:

1 2 m
6 ..... () ......... 0 00 ........ 0 ..... () ........ v lvz ....... vm—'
pelo vetor
by, 615 - bymby by o by by b, b,

Mostre  como estender os algoritmos de inversio de matrizes e
de fecho reflexivo e transitivo para o caso de matrizes n x
onde n ndo € uma poténcia de 2. Analise a complexidade dos
algoritmos.

Considere o calculo da funcdo Pn(x) = x"sobre um corpo arbitrario.
(@) mostre que se n' = 2* entio k¥ multi

(b) mostre gque se y(n) = nimero d

1 F\77] T aassaiiwva

e qu e Y
tagdo binaria de n, entdo [logzn'l + y(n) — 1 multiplica¢oe
suficientes para o calculo de x".

(¢) mostre que se somente somas, subtragdes e multiplicagdes sdo

!_ll,m I [

I’\Prfhlfldﬂc entan nala moenn , 73 1uu1t1pl cacées SiO ne-

FAIUIMGL, ViilGv puiv vl IUS

cessarias.

(d) mostre que se divisdes também sdo permitidas, entio 6 mul-
tiplicagbes e/ou divisdes sdo suficientes para calcular x3!, mas
7 multiplicagdes sdo necessarias em caso contrario.
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24. Um semianel completo ¢ um conjunto S, munido de operagdes
de soma + e produto - que satisfazem as seguintes propriedades
(S, ) € um monoide, isto €,
(i) a+(b+c) = (a+b)+c para todo a,b,c € S;

Q
(=
O
R

a+0=0+4+a=

O elemento 0 satisfaz

n
a=0,
aeS.
a. é definida para todo conjunto €

I, com a;€ S, e satisfaz
(ix) Y a;=0;
2
x) 2, a;,=a;
ie{i}

(xi) se {I;|jeJ} ¢ uma particio de I, entdo

Zaizj; [Za(’];

Mostre que
(a) O conjunto {0, 1} com as operagdes A € v correspondendo

completo.

’ .
A 1l A 11w mr\l

a-+€ 1+,€ um SCr1

(b) Seja S = R, U {0} onde R, ¢ o conjunto dos nimeros reais
nao-negatlvos, com as operacoes de soma e min correspon-
dendo a - e + respectivamente. Entdo (S, min, +) € um se-
mianel completo. -



104  Parte B — Compiexidade de Algoritmos

() Seja S um semianel completo. Considere a familia M, (S) das
matrizes n X n com coeficientes em S. Mostre que M, (S) com
as operagdes de soma e de produto de matrizes induzidas
pelas operagbes + e - de S, é um semianel completo.

ne o MNINo
AVAVUO v \.{u\.«

(d,) as propriedades (iii) e (iv) da soma num semianel com-
pleto decorrem das propriedades (ix), (x) e (xi).

d,) a propriedade (viii) ndo é conseqiiéncia das demais pro-
priedades, mas seria conseqiiéncia de (viii'): Para todo
a€ S existe um elemento —a, tal que a + (— a) =
= (— a) + a = 0. Mostre que a propriedade (viii’) ndo
vale nos semianéis (a) e (b) acima.

(d;) Mostre que num semianel completo

e 1 e, 1
|2 a; i

I iel

C
Na
[

~]

2 j 2 a,- b bj .

| j | iel, jed

25. Dado um semianel completo S, com as operagdes + ¢ -, defina
a' para todo ae S e ie N, por

a® =1,
1:

Defina a* como a* = ad=14+a+a>+ a3+ ...

No caso do semianel M »(S) do Exercicio 24, a operagdo * é cha-

mada de fecho reflexivo e transitivo.

(@) Mostre que o produto de dois

e
obtido em O(n*) operagdes + e - do semianel S.
(Y Mostre aie nums

(b) Mostre que emianel completo S, o numero P(n) de opera-
¢oes + e - de S necessarias para o calculo do produto de duas
matrizes de M,(S) é assintoticamente 0 mesmo que o numero
F(n) de operagdes necessarias para o calculo do fecho reflexivo

a= , ~ AN
€ transitivo de um elemento de M «(S), supondo que F(3n)e
gest a prova para

€ O(F(n)), P(1) > 1 e P(n) > P(n/2). (Sug a pr
0 caso particular do semianel da parte ( ) d Exercicio 24
estd no texto.)

on
é

!

26. (Cf. o Capitulo C. VI) Considere um grafo orientado cujas

sdo rotuladas com elementos de um semiane

M a matriz cujo elemento m;=a,a
das arestas com extremo 1n1c1al ie extremo ﬁnal € a. (E portanto,

se ndo ha aresta com extremo inicial i e extremo final Jj, entdo
=0.)

ﬂ’} [72]
A
[¢)
N —
V2]

~ O
.3
(%)
(mN
Q
[72]
»t
O~
o
)
w
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Dados dois vértices i € j € um passeio orientado P, de arestas «,
Oy s weenOlks rotulados por a,, a2 , ..., i, O rOtulo do passeio orien-
tado P ¢ o elemento a, +a, « ... <, de S.

(a) Verifique que o elemento m;; de M € a soma dos rotulos de

1

lOUOb (O] pdbbClUb UllCllldUUb UC C
(b) Verifique que o elemento (i, j) de M? ¢ a soma dos rotulos de

todos os passeios orientados de comprimento 2 de i a j.
(c) Verifique que o elemento (i, j)) de M* ¢ a soma dos rotulos de

todos os passeios orientados de i a j.
(d) Considere o caso particular do semianel ({0, 1}, v, A) do
Exercicio 24 (a). Mostre que o elemento (i, j) de M* é m; i=1

sse existe um caminho orientado de i até j.

(¢) Considere o semianel (R, U {00}, min, +) do Exercicio 24
(b). Mostre que se o elemento (i, )) de M* é d, entido /1 é o

v AVENI I SE W e UwW VU wWiwiiiwiiw waitls
v b |

comprlment d umcammno orienta
-3

e
i (onde o0 com

O trabalho pioneiro na area € o artigo de Ostrowski [91] que
coloca o problema de quantas multiplicagées sdo necessarias para o

calculo de um polindmio num ponto, questdo hoje totalmente escla-
recida (cf. o Exercicio 20 e o livro de Borodin ¢ Munro [8]), embora

um problema essencial ict 1
um problema essencialmente equivalente ao do Exercicio 22 (cadeia

de adicdo) tenha sido anteriormente estudado-em Matematica. O ar
an Ae
AV U

wn

nnnnnn M1L]l AveaaXa smhtadA vrAnidA Aa mui]fiﬂltnrxr\

ugu UC ouabbcu [11U] CApPUC O mMcwoao rapiav G¢c 1IIultpIivay
matrizes. A decomposi¢do L UP mencionada no texto € do artigo [10]
e o Exercicio 10 é uma idéia ndo publicada de Schonhage. O Exer-
cicio 6 é devido a Winograd. O algoritmo de Pan a que referimos no

m M A Al iicalSm~ An o PPy Sy An Qtonr

textc estﬁ m {92]. A discussdo do uso do algoritmo de Strassen €
de [34]. O 1.’1m co livro-texto na area é [1]. Existe também uma mono-
grafia [8] que trata dos problemas de complexidade algébrica vistas

no capltulo expondo 0 que se sabia na area em 1975. Muitos dos
resultados podem ser encontrados apenas como artigos de jornais.

Os resultados citados no texto sobre quaternions sdo de [66], o
limite inferior de 2n?* — n multiplicagdes para o produto de matri-
zes de [67] e @ método rapido de multiplicagdo de inteiros € de [105].



