CAPITULO I

PROBLEMAS INDECIDIVEIS

1. Introducdo

Em 1900, no Segundo Congresso Internacional de Matematica
realizado em Paris, vid Hilbert prnpﬁs uma lista de nrgblemas de
envergadura em Matematlca cuja solugdo ‘‘desafiaria futuras ge-
ragbes de matematicos”. Varios problemas desta famosa lista foram

desde entdo resolvidos. Alguns, porém, resistiram até hoje a todas
as tentatlva% de solucido, e permanecem ainda em aberto.

O décimo probiema da lista de Hiibert era de enunciado bastan-
~ te simples: descreva um algoritmo que determina se uma dada equa-
¢do diofantina, a diversas variaveis, isto é, uma equagio do tipo
P(u,,u,, ..., u)=0, onde P ¢é um polindmio com coeficientes inteiros,
tem uma solugdo no anel dos inteiros. Em linguagem ligada a com-

to " ter A Fa b

p"fm‘ﬁn escreva um programa que tem por entrada uma equagio
diofantina, e que da por saida sim ou ndo, conforme a equagio dada
tenha ou ndo solugdes inteiras. O programa ndo precisa encontrar a
solugcdo da equagdo. Precisa apenas determinar se tal solu¢do existe.

Por exemplo, se a entrada for x2 — 32 + xy — 11 = 0, ent" O pro-
grama, apos um nuimero finito de passos, deve responder sim, pois
esta equacdo tem solugdo inteira (x =3, y =2 é uma solugio). Jé s

a entrada ao programa fosse x> + y? + xy — 11 = 0, entdo a res-
posta deveria ser ndo, pois esta equagdo ndo possui solugdes inteiras.
A simplicidade do enuncnado do décimo nroblema de Hilbert é

L
ilusoria, pois apesar do intenso esfi
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70 anos depois que a solugéo foi ﬁnalm ent 1da, por N .
um matematico russo de apenas 22 anos na epoca A soluc de Ma-
tijaseviC. € bastante complexa, dependendo tanto de resultados gerais
de Teoria dos Numeros, conhecidos ha centenas de anos, como do
trabalho anterior, cspccif' co sobre o problema de Hilbert, de trés

americanos, Martin Davis, Julia Robinson e Hilary Putnam, que por
sua vez baseia-se em certos resultados fundamentais sobre logica e
algoritmos descobertos na década de 30 deste século por Kurt Godel,

Alan Turing, Emil Post, Alonzo Church e Stephen Kleene.



Embora os pormenores da solugdo sejam complexos, o resultado
de todo este trabalho pode ser descrito com mais facilidade ainda do
que o proprio problema: tal algoritmo nao existe. O décimo problema
de Hilbert ¢, portdnto um exemplo de um problema indecidivel por
meio de um a15 ritmo. Tais pxublcuxao de tipG sim ou ndo sao deno-
minados problemas recursivamente (isto é, por ‘meio de algorltmos)
indecidiveis, ou simplesmente problemas indecidiveis.

Neste capltulo exibiremos alguns problemas naturais de com-
putagdo que sdo indecidiveis. Na verdade, as técnicas que exporemos
podem ser usadas para demonstrar limitacdes inerentes a qualquer
sistema formal mecanizavel. E uma vez demonstrado qu€ um ‘pi‘uuncma
é mdecndlvel, pode-se freqiientemente demonstrar que outros problemas
também sao indecidiveis, usando uma técnica de redugdo de um pro-

blema ao outro que est idaremos na Secdo 5 deste capitulo. Foi por
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uma redugdo deste tipo, embora muito mais complexa do que os
exemplos que veremos, que se provou que o décimo problema de Hilbert
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¢ indecidivel. No fim do capxtulo daremos uma lista de outros pro-
blemas indecidiveis em logica, algebra e computagio.

2. Um probiema indecidivel de computag¢éo
Na Parte A deste livro foram apresentados os conceitos de pro-

cedimento efetivo, ou simplesmente procedimento, e de algoritmo.
Um algoritmo, como vimos, € um procedimento efetivo que para

apos um numero finito de passos, para todcs os valores possiveis de
seus argumentos. Vimos, por exemplo, um a demonstracdo de que o
Algoritmo de Euclides sempre para, 1st é, que este procedimento ¢

de fato um algoritmo.
Obviamente, a questdo de determinar se um dado procedimento
¢ ou nio um algoritmo é importante. Em geral, porém, esta questdo é
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dificii de ser respondida como indica o seguinte exemplo, apresentado
na linguagem LP definida na Parte A do livro, e que ¢ a solugdo do
Exercicio A.L.3.

rocedimento Fermat( ):

nici
X, y,z,me1,1,1,3;
repita x, y, z, n « sucessor (x, y, z, n) até que x" + )" =
devolva 1

fim

(-]



procedimento sucessor(x, y, z, n) : {seleciona a proxima quadrupla}
inicio
se n > 3 entdo devolva x, y, z+ 1, n— 1

&

-~
zZ > l entdia devolva x "+1

y > 1 entdo devolva x+l,l L,y+1
senao {y—l,z—l,n=3}

devolva 1, 1,1, x4+ 3

g

fim
Niao ¢ dificil verificar que este procedimento para se e somente se
existirem inteiros positivos x, y, z € um inteiro n > 3 tais que x" +
+ y"=Zz". (Verifique. Sugestdo: verifique primeiro que sucessor enume-
ra todas as quadruplas (x, y, z, n) validas.) Nao se sabe se tais nimeros

: PYIQme embora PPrmnt hvpeep anotado na maro oem de seu P"emylar
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do livro de Diofanto que tinha achado ‘“uma prova maravilhosa” de
que tais numeros ndo existem, mas a prova infelizmente era demasiada-
mente longa para caber no reduzido espago da margem de seu livro. A

prova de que Fermat falava nunca foi encontrada, e se de fato era

uma prova correta, deve ter sido reaimente maravilhosa, pois em 300

1 A 1 | oY ta
anos ninguém conseguiu demonstrar esta proposi¢do, geralmente

conhecida como o Ultimo “Teorema” de Fermat. De qua]quer modo,
deve ser dificil decidir se o procedimento acima é ou ndo um algoritmo,
pois decidir esta questdo, como vimos, é equivalente a resolver um

m' . ray k 2 « '
“'oblema de Maten natica, em aberto ha trés centenas de anos!
P

Seria 6timo se pudessemos desenvolver um algoritmo que deci-
disse se um procedimento arbitrario dado é ou nio um algoritmo.
Se tivéssemos um tal algoritmo poderiamos, pelo menos em principio,
programar um computador que apos um ‘tempo finito nos daria a
resposta se o nrocedlmento Fermat acima é um algoritmo e, portanto,
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no entanto, mostraremos que esse problema também ¢ indecidivel,
e portanto tal algoritmo ndo existe.

3. Conceitos basicos

Para poder provar que um problema ¢ indecidivel precisaremos
formalizar algumas nogées.



Um predicado 6 sobre um conjunto X € uma fungio 0:X - {0, 1}.
Se 6(x) = 1 para x € X, entdo dizemos que X satisfaz 6, ou que 0 €
verdadeiro em x. Caso contrario, isto é, se 6(x) = 0, entéo dizemos
que x ndo satisfaz 0, ou que 0 € falso em x.

Um predicado # sobre X ¢é decidivel se exi:
que calcula 0, isto €, se F com argumento x € X para, e F )
Neste caso dizemos que F é um processo efetivo de decisdo para 6. O
predicado 0 ¢ indecidivel se ndo for decidivel. .

Certamente, qualquer colecdo de perguntas que admitem por
resposta sim ou ndo, isto €, qualquer problema sim ou ndo, pode ser
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representado por meio de um predicado. Um membro desta colecao
¢ uma instdncia do problema correspondente. Um problema ¢ decidivel
se o predicado que o representa for decidivel.

Um programa na linguagem LP é uma palavra sobre um alfabeto
I' conveniente, que inclui to
entar programas em LP. O I' portanto inclui, entre outros,
as letras maiusculas e minusculas 4,a, B, b, .... Z, z, numerais 0,
1, ...,9, sinais de pontuagido ,, :, ;, sinais que denotam operagdes
e simbolos +, —, x, +, >, =, «, procedimento, inicio, fim, repita,
até que, faga, tc. Naturalmente nem todas as seqiiéncias
de simbolos de T, isto &, nem todas as palavras de I'*, descrevem pro-
gramas validos. Existe porem um algoritmo que decide se uma palavra
de I'* representa ou ndo um programa valido em LP. (Vimos parte

deste algoritmo descrito em LP no Exemplo A.L7.)
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dos os simbolos necessarios para repre-
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simbolo procedimento.

Um programa, quando executado, pode aceitar dados de entrada
de varios tipos, como niimeros inteiros, matrizes, textos, etc. Cada um
destes objetos pode ser descrito por uma palavra sobre I'. Assim
podemos supor que os dados d para um programa sdo codificados
numa Unica palavra de I'*, que chamaremos de texto de dados
grama e que denotaremos por d,. Deve-se especificar precisamente,
o que por motivos didaticos nao foi feito no Capitulo A.I, o que acon-
tece se o texto de dados for inadequado, por conter um nimero incor-
reto de argumentos, ou argumentos de tipo errado, ou argumentos
codificados incorretamente. Os pormenores destas especificagdes
ndo nos interessam tampouco, pois qualquer convengdo razoavel €
adequada para os nossos propositos. O que suporemos simplesmente

é que esteja precisamente especificada a seqiiéncia de agoes de um pro-
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grama qualquer quando executado com qualquer texto de dados. Por
exemplo se o programa sucessor descrito na Secdo 2 for executado
como um texto de dados que codlﬁca cinco mtelros em vez dos quatro
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Estamos a

’

deste capitulo.

TEOREMA 1. Seja 6 o seguinte predicado sobre o conjunto T* x I'*

Ap Tk .
res de palavras de T* :

(i) 6¢P,,d) =1 se P, for um p

texto de dados d,, pd
(i) 6(P,,d) = 0 em caso contrdrio.

Em outras palavras, 0
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E importante entender que o teorema ndo afirma que dado um
particular programa e seu texto de dados de entrada, seja impossivel
determinar se o programa para ou nio com estes dados. Na Parte A
ja vimos uma prova de que o Algorltmo de Euclides sempre para para
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iros pumuvua, ¢ poriamnto, as vezes €
perfeitamente possivel determinar o valor de 6(P,, d,). O que o teorema
afirma € que ndo existe um algoritmo que decida esta questﬁo para
qualquer programa P, texto de dados de entrada d,.

monsiragdo. Por contradigdao, suponhamos que existe um programa,
de nome Decide, que calcula o predicado 6. Considere
entdo o programa seguinte:

d ¢ as vezes chamado de “‘o problema da parada”.

2 l.l A A4
este teorema ¢, portanto, dizer que o problema da parad

o teorema afirma que nio existe um programa em LP com as caractenstlcas de-
sejadas. Pela Tese de Church isto “significa” que ndo existe um algoritmo para
decidir o problema da parada.

(1) O problema de decidir se um dado procedimento P
.U
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procedimento Confunde (A, B):
se Decide (A, B) = 1 entdo repita x — x até que | = 0
{A (B) para — Confunde ndo para}

— Confunde para}

Analisemos a execugio de Confunde com dados de entrada P, e
d,, supondo que P, ¢ um programa de nome P. Claramente, se Decide
(P,, d) = 1, isto &, pela condicdo (i), se P para com dados d, entde
Confunde (P,, d,) nunca para, pois reoetiré incessantemente a execugao

1
1
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do comando x « Xx, uma Ve€z qu
Por outro lado, se Decide (P,, d,) = O isto é se P ndo para com dados d,
entio Confunde (P,, d,) para com resposta 1. Portanto, para um pro-

grama P,, de nome P, com texto de dados d,:

— N A camnre falea
— VU L duillpiv 1aloa.
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m os dados

Confunde (P,, d,) =

ndo para, se

Com o auxilio de Confunde

procedimento Diagonal (A):

P para com estes dados.
definimos o seguinte programa:
devolva Confunde (A, A).

de Diag

onal, supondo gque A seja
r e § J

um programa. Diagonal chama Confunde ( , A), e portanto Diagonal
para com resposta 1 se o programa A nio para com dados de entrada
que é o seu proprio texto. Caso contrario Diagonal ndo para.

A qta A
Agora estamos em condigbes de provar a contradigdo que € acar-

retada pela hipotese da existéncia de Decide. De fato, qual € o resultado
de Diagonal (Diagonal,)? Se Diagonal tendo seu proprio texto por dados
de entrada parar, entdo pela discussdo acima de como Diagonal fun-
ciona, sabemos que Diagonal (Diagonal)) ndo para. Se, por outro lado,
Diagonal tendo seu proprio texto por dados de entrada ndo parar,

2458 LLAIAY

entio da mesma discu
Em suma:

T nr'xrq

b)) para-
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ssdo sabemos que D

Diagonal (Diagonal,) para sse Diagonal (Diagonal,) ndo para.

A prova deste teorema é relativamente simples e curta, mas ¢
pouco intuitiva. Vale a pena analisarmos um pouco a estratégia da
demonstragio. Queremos demonstrar que nenhum programa com as
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caracteristicas de Decide pode existir. Como ndo sabemos como tal
programa poderia ser, agiremos contra um ‘“‘adversario” que alega
(falsamente) estar de posse de um tal programa. Nos entdo lhe soli-

o texto descreven construimos Con-

citamos o texto descrevendo Decide, e de sua posse
funde € Diagonal. Diagonal opera sobre um programa P,, de nome P,
e consultando Decide SObi‘c O que P faz quIIGO apresentaao com um

texto P,, faz exatamente o contrario. A contradi¢do surge entio se

Diagonal € apresentado com o seu proprio texto Diagonal,, pois neste
caso se Decide diz que Diagonal para entdo Diagonal ndo para, e se

Decide diz que Diagonal ndo para entdo Diagonal para. Deste modo
mostramos ao nosso adversario que Decide ndo pode dar a resposta
correta com entrada (Diagonal,, Diagonal))'?’. Em outras palavras,
Diagonal é o procedimento que, tendo seu texto por entrada, faz exa-
tamente o contrario do que Decide afirma que Diagonal deveria fazer.

b. Redutibilidades

Existe uma grande variedade de problemas indecidiveis. Embora
para muitos destes problemas uma prova direta, como a que vimos
na segdo anterior, seja possivel, ¢ muitas vezes mais conveniente
utilizar-se uma prova indireta empregando o conceito de redutibilidade.
Intuitivamente, um predicado 6, € redutivel a um predicado 6,,
tivermos um método efetivo para decidir 6, desde que nos seja fornec1do

0 valor de 6’2 sempre que 101‘ necessari

Daremos abaixo uma destas for ahzacc’) S.

U predicado 6, X — {0, 1} é m-redutivel a um predicado
0,: X, » {0, 1} sse ex1st r um algoritmo f que para qualquer entrada
X, eX1 produz uma saida x, € X, tal que 6,(x,)=1ssef ,x,) =1
(€ 0, (x;) = Osse 0, (x,) = 0). Se 6, € m-redutivel a 6, entdo escrevemos
0, <.0,

Uma das aplicagdes de m-redutibilidade é dada pelo seguinte
teorema :

TEOREMA 2. Se
6

. . ’ ~
J or um prﬂl]ll‘nfl naectdi vp! o S ontno
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g
1
é também indecidivel.

2

(2) Este método de demonstragido é essencialmente a técnica de diagonalizagcdo con-
cebida por Cantor em suas investigagdes sobre a Teoria dos Conjuntos.
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" Demonstragdo. Suponha que 6, é decidivel ¢ 6, <, 6, via f. Seja g
o algoritmo que calcula 6,, e seja h o procedimento:

o _...—A

procedimento /1(x): devolva g(f(x))

Este procedimento sempre para, pois tanto f como g sempre param.
Mas por hipotese 6, (x) = 1 sse 6,(f(x)) =1 e como g calcula 6,,
0, (f(x)) = 1 sse g(f(x)) = 1. Portanto h € um algoritmo que calcula

6 o que é uma contradigdo, pois 6, € indecidivel. m
1
A seguir aplicaremos este teorema para provar que alguns outros
problemas sdo indecidiveis

COROLARIO 1 (Problema da parada uniforme). O problema de de-

terminar se um pro-
..,.,J,. sAdivol ll m ne

~
nmonto NN

cedimento é ou ndo um algoritmo é indecidivel. Mais precisamente, ndo

e.xi.s.tg um programa Pdra que tem por entrada um programa P,, de nome
, e que pare para qualquer entrada P,, produzindo saida 1 se P é um

algorztmo (isto é, parar com quaisquer dados de entrada), e 0 em caso

contrdrio.

Demonstra¢do. Mostraremos que o problema da parada é m-redutivel

®

q
ao problema da parada uniforme. Portanto como 0O
problema da parada ¢ indecidivel (Teorema 1), pelo Teorema 2 o
problema da parada uniforme também o é.

Queremos, entao, construir um algoritmo f que, tendo por en-
ada um proerama P e to de dados 4., dé nor saida m pro-
€

uuu il PR LRl -~ vv ‘- D 8y BN r-_

grama (,, de nome g, tal q e O com quaisquer dados pér-“ s€
mente se P para em d. A saida de f sera entdo o texto

SO-

procedimento Q( ): P(d)
P,

onde P é o nome de P, e d sdo os dados correspondentes a d,. E 6bvio
que tal agoritmo f pode ser construido. Pela Tese de Church, portanto,
podemos construi r um programa para f(P,, d,). Note que f manipula

tavta P del
o texto P, dele extraindo P, e d, extr

texto Q acima.
TInAtAng mentn de N O tevtn p A inr‘]llir‘n

iceman n
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para definir P dentro de Q. A execucdo de Q consiste 51mplesmente
em chamar P com dados d, e portanto é 6bvio que Q para com quais-
quer dados sse P para com 4. ®

ndo d, e em seguida escreve o

ml
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COROLARIO 2 (Problema da equivaléncia de programas). Ndo existe
um algorit-
mo Eq que decide se dois procedimentos dados P, e P, sdo equivalentes;

mais precisamente, ndo existe um programa Egq (P,, Q,) tal que Eq pdra

com quaisquer dados de entrada, e Eq (P,, Q,) = 1 se os procedimentos
P e Q calculam a mesma fun¢do e Eq (P,, Q,) = 0 em caso contrdrio.
Note que P e Q calculam a mesma func¢do se para qualquer entrada ou
ambos ndo param, ou ambos param com a mesma resposta.

Eq (P,, procedimento Diverge ( ): repita x « x até que 1 = 0) =

sse P ndo para com nenhuma entrada. Isto mostra que o problema do

L4 ’ PR
Exercicio 4 € m-redutivel ao problema de equivaléncia de programas,

e portanto, pelo mesmo exercicio, este problema é indecidivel. m

6. Outros problemas indecidiveis em matematica

em varios ramos da Matematica, sem dar
sultados, limitando-nos s1mplesmente a enunm' los No fim d
pitulo damos indicagdes bibliograficas onde as demonstragdes podem
ser encontradas.

Em geral, as demonstracdes destes resultados sio por meio de
redugdes do tipo que vimos na se¢do anterior, as vezes muito mais

complicadas. J4 mencionamos um destes problemas na introdugio
deste capitulo: é o décimo problema de Hilbert. Passemos agora a
outros exemplos de problemas indecidiveis.

(@) — O Problema da Correspondéncia de Post

Dado um alfabeto £ e um conjunto finito de pares de palavras
sobre X, {(x,,y,), (x,, ¥,), -y (X, yk)} ¢ indecidivel se existe uma
seqii€éncia ﬁmta deindicesi,, i,, ... i tal que 1 <i<kex;x,..x =
= .yi;.})iz 'V n
(b) — Teorias de Primeira Ordem

E indecidivel se uma expressdo formada com os simbolos 0, 1,
+, +, = conectivos logicos A, v, 1, variaveis, quantificadores logicos
3, V, € um Teorema da Aritmética.
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Probiemas indecidiveis

(c) — O Problema das Palavras em Grupos

E indecidivel se duas palavras dadas representam o mesmo ele-
mento de um grupo finitamente apresentado.

Estes exempios mostram a diversidade dos problemas que ja
foram demonstrados serem indecidiveis. Existem muitos outros pro-

blemas em areas que vdo de Topologia a Linguagens Formais, de
Biologia Matematica a Algebra.

Em muitos destes casos, até que o problema foi demonstrado ser
indecidivel, acreditava-se ser p ossivel construir um algoritmo para deci-
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dir o probiema. Deste moao uma das ‘“‘vantagens” de se ter uma de-
monstragdo de indecidibilidade, é exatamente em mostrar a futilidade
de se continuar a tentar desenvolver um algoritmo para o problema
em questdo. Note, no entanto, que mesmo que um problema seja
indecidivel, uma subclasse menos geral do probiema pode ser decidivel.

nde nartantn cer intereccante lrlpnhﬁnqr uma tal cnnhela sse e decen.
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volver algoritmos de decisdo para a mesma.

EXERCICIOS

2
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1. Verifique que a contradigio a

1 que
do algoritmo Decide no Teorema 1 desaparece S€ Supusermos
apenas que Decide € um procedlmento, isto € se supusermos que

se Decide (P,,d,) para, entdo Decide (P,,d,) = 1 se P(d) para,
e Dorjde (P A\ — 0 se Pl nao nara Doride

\4 A7C LivAL “ “ll -_ A \u, A1a }I“lu U(rbl—"(r, pur

parar para alguns argumentos.

2. Esboce um procedimento efetivo Decide que com dados P, e d,
para sempre que P em d parar, e se parar, entdo da o resultado
1 se P em d parar, ¢ 0 em caso contrario.

3. Verifique que dado um conjunto X, a relagdo <, € reflexiva e

IC U 1_|uutu ac pr uuauua Oorc A.

4. Prove que o problema de determinar se um procedimento ndo para
com nenhuma entrada é indecidivel.

5. Prove que o problema de determinar se um

i
pa | am oy

rograma P com dados
de entrada d executa um dado comando do m idiv
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6. Prove que o problema de determinar se o valor-da fungdo inteira
calculada por um programa P é maior do que 5 para alguma
entrada € indecidivel.
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Parte B — Compiexidade de Aigoritmos

Considere a fungdo f: N* x N* — N* de pares ordenados de
naturais ndao-nulos em naturais nao-nulos:

(x+y—1
fx,p) =

N’

(x4
\

v—2)
L4 J
2

+ ).

(a) Mostre que f é bijetora.
(b) Ache as fungdes “inversas” g: N* - N* e h: Nt - N7 tais

que g(f(x,y)) = x e h(f(x,y)) =y
(c) Observe que f enumera os pontos de N¥ x N7 ; o j-ésimo

’ ,

ponto de N* x N* é o tnico par ordenado (x, y) tal que
f(x,y) =j, com x = g(j) € y = h(j). Mostre graficamente
esta enumeragdo, colocando nos pontos (x, y) do plano car-

tesiano o valor de f(x, y). Descreva em termos geométricos

+ It
a regra pela qual f enumera N* x N

(d) Generalizando a regra geométrica acima, obte a uma fungiao

. ’ . R +
t que enumera N*3, isto é, uma funcgio bijetora ¢: N* x
+ +
x N" x Nt - N,
(e) Sejam

(¢

L,x, ¥, 2) =f{fx ), 2)
Mostre que as fungdes ¢,, ¢, € a fungdo ¢, dada em (d), sdo
trés bijegOes distintas de N*3 em N*.
(f) Construa uma bije¢io de N** em N*, para k fixo.
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mente enumeraveis € recursivamente enumeravel.
(b) Mostre que um subconjunto 4 de X é recursivamente enume-
ravel sse existe ym programa P que com uma entrada x € X

A A

SS€ X € A.

o
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Um subconjunto 4 de X se diz recursivo sse existe um algoritmo
que calcula sua fungdo caracteristica, isto €, quando o problema
“x €AY’ é decidivel.



10.

11.

12.

13.

(a) Mostre que se A € recursivo, entdo 4 € recursivamente enume-
ravel.

(b) Mostre que existe um conjunto recursivamente enumeravel
que ndo € recursivo.

Seja 4 um subconjunto dos nimeros naturais. Mostre que
se A é infinito e recursivamente enumeravel em ordem nao
decrescente, isto ¢, se 4 = {f(i) | i e N} onde f é computavel,
i < j, entdo A € recursivo.

d) Mostre que um subconjunto 4 de um conymto X é recursivo

sse A e X\A sdo recursivamente enumeravels

—
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N’

Prove que nem o conjunto T de todos os programas

em

sio algoritmos, nem seu complemento em relagao a I'* (ou em
\ :
J

relagdo ao corljumu de tod

vamente enumeraveis.
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Sejam A e B subconjuntos de I'*. Dizemos que A é m-redutivel a B,
e escrevemos A <, B, se o predicado “x € A” € m-redutivel ao
predicado “y € B”.

(a) Mostre que se A

B e Bé recursivo (recursivamente enume-

- A

ravel) entdo A4 ecursivo (recursivamente enumeravel).
(b) Seja K = {P,| P,eT*, P, ¢ um programa que com dados
P, para}. Mostre que K € recursivamente enumeravel, mas

nao € recursivo.
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(c) Mostre que um subconjunto 4 de I'* € recursivamente enu-
meravel sse 4 < K
<. K

Sejam A e B subconjuntos de I'*. Dizemos que A & m-equivalente

a B e escrevemos A=, Bsse A<,Be B<, A

(@) Mostre que =, € uma relacao de equlvalenma sobre 2'"
que a relagio <, se mantém entre as classes de equwalencna
(chamadas graus de indecidibilidade).

(b) O que vocé pode dizer sobre os conjuntos T e K dos Exercicios
10 e 11, quanto a relagdo <,?

Quais dos subconjuntos de I'* abaixo sdo (i) recursivos, (i1) recur-

sivamente enumeraveis ou (iii) tem complemento recursivamente

enumeravel?

(a) {P,| P, € um programa que para num conjunto infinito de
entradas}

(b) {P,| P ¢ equivalente a um programa Q, dado}



(©) {P,| P calcula a fungdo que ¢ identicamente 0}
(d) {P, | o conjunto de entradas para os quais P para é um con-
junto recursivo}

' , @ entrada dos programas ¢ uma palavra de I'*

NA ~cbon ~zzn
Mostre que

—
F

ado um programa P, que calcula uma fun¢do nido
decrescente, o problema de decidir se a imagem de P é finita é
indecidivel. |

=

15. Mostre que o problema da parada para uma maquina de urmg
e
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e a .
toda entrad x de comprimento n, P(x) para em
passos (veja Capitulo B.I).

(a) Mostre que o problema “dado o algoritmo P, de tempo limi-

3 29 4 dival
tado por n3, P ¢ de tempo limitado por n2?” ¢ indecidivel.

b) Exiba um algorltmo P que calcula uma fungio f, tal que f é
computavel em tempo limitado por n® mas que nio pode ser
calculada por nenhum algoritmo de tempo limitado por n2.

(c) Mostre que o problema ‘‘dados os algoritmos P, e P,, ambos

de tempo limitado por n?, e uma entrada x, P, (x) = P,(x)?”

l
ma " ¢ e algneitenn~nce D o n
¢ decidivel, mas o y.ubluua dados os algoritmos P, ¢ P,,

ambos de tempo limitado por n?, P, e P, calculam a mesma
fungdo?” é indecidivel.
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neste capltulo O artigo original de Turing [119] contém uma analise
excepcionalmente lucida do modelo computacional de Turing a partir
da nogdo intuitiva de procedimento efetivo. A mesma discussio pode

5 5

ncontrada no livro de Minsky [83]. Davis [18] é um tex

em computabilidade e Rogers [101] é um tratado avangado da Teoria
das Fungdes Recursivas, recomendado para um estudo mais aprofun-
dado. Os livros de Minsky [83], Hopcroft e Ullman [56], Manna [77],
Simon [113] e Machtey e Young [71] sdo bons livros texto em que os

o

€r

[72]

conceitos deste capitulo sdo examinados, e o artigo de Borodin [7] é
um ‘‘survey” bastante completo da area.

A solugdo do décimo problema de Hilbert é apresentada em [20]
e [21]. O problema da correspondéncia de Post estd no artigo [95] e
também nos textos [83], [56]. A indecidibilidade da aritmética foi o
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primeiro resultado na area e deve-se a G6del [38] (veja também o texto
de Shoenfield[111]). O problema das palavras em grupos ¢ um resultado
de Novikov [89] e também esta no texto [111]. [101] e [112] contém
uma exposi¢do clara da teoria dos graus de indecidibilidade. Uma

colegdo dos artigos pioneiros mais importantes nesta area contendo
os artigos de Godel, Post e Turing mencionados acima, além de outros
trabalhos pioneiros, pode ser encontrada em [19]. O Teorema 1 é

baseado no trabalho de Turing [119].



