PARTE B






1. Introducdo

Na Parte A, examinamos alguns aspectos importantes da sintese,
trn
| 9
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descrigio e correcio de algoritmos. Todas estas questdes sdo de grande

interesse, ndo s6 do ponto de vista teérico, mas também pratico. Certa-
mente € fundamental sabermos como escrever programas corretos
para algoritmos de nosso interesse, bem como demonstrar que 0s algo-
S am corretamente as fungdes desejadas, isto €, que apods

wimero finito de passos nos fornecerdo as respostas de acordo
com as especificagoes. “Em geral, porém, ndo basta garantir que um
algoritmo fornega as respostas corretas em um numero finito de passos.
Para que o algoritmo possa ser util, é necessario que este nimero de
passos seja ndo s6 “finito”, mas “‘muito finito”. Este fato ja foi ilustrado
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na Segdo A.I. 4, onde exibimos um programa recursivo para o calculo
do n-ésimo niumero de Fibonacci, F,, correto mas inutil para valores
moderados de n. Assim, vimos que levaria mais de cem milhdes de
anos para calcular F, , por meio deste algoritmo, dispondo de um
computador que efetue um milhdo de operagdes por segundo! Evi-

dentemente, podemos calcular F, , de maneira muito mais é c_la
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utilizando-se o algoritmo iterativo aescmo na mesma segdo, ou methor
ainda, a formula fechada para F,, F, = («" — ")/\/5_ onde o =
= (1 +./5)2 ¢ B= (1 —/5)2. Fica claro portanto, que consi-

esempenho de nossos algoritmos nao

IpViILIY v Avasanrd aall¥/

A Q

u O

podem ser ignoradas, e sdo estas as questdes que sdo o objeto da Teoria
A A

u

de
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Embora a preocupagao com ef101enc1a de algoritmos seja possivel-
mente tio antiga quanto a proprla nogdo de algoritmo, um estudo
sistematico destas questdes é relativamente recente. Na década de

1950 varios algoritmos foram analisados. Os primeiros trabalhos

que estabeleceram as bases desta teoria, porém, s surgiram em torno
de 1960 [97, 98, 54, 55].

Vale a pena ilustrar algumas das questdes neste campo com mais
um exemplo. Consideremos o seguinte programa:

e boan o
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procedimento mdc (m, n):

inicio
se m < nentio d «— m sendo d « n;
enquanto resto (m, d) # 0 v resto (n, d) # 0 facad —d — 1 ;

devoiva d
fim

Um pouco de reflexdo deve convencer o leitor que, se m e n forem in-
teiros positivos, o procedimento acima calcula o maximo divisor
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comum entre m e n. De fato, a condi¢do do comando repetitivo ga-
rante que o valor final de 4 é um divisor comum de m ¢ n, e como o
valor inicial de d € min (m, n), claramente maior ou igual a qualquer
divisor comum, e d decresce de um em um, resulta que o valor final
de d é o maior de tais divisores. Na Parte A vimos que o Algoritmo de
Euclides também calcula o0 maximo divisor comum de m e #. E natu ural,
portanto, perguntar quali destes dois algoritmos é melhor. Um critério
para comparar estes dois algoritmos poderia ser a avaliagio da sua
eficiéncia pelo tempo que levam para calcular a resposta; esse tempo
¢ diretamente proporcnonal ao numero de operagdes efetuadas durante
a computagio‘?. Sejam T, (m, n) e Ty (m, n) o nimero de operacoes
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efetuadas pelo algoritmo acima e o Alsoritmu de Euclides respectiva-

mente. Pelo Exercicio 1, T,(m, n) = 7 (min (m, n) — mdc (m, n)) + 8.
Em particular vemos que ﬁxado n, T,(m, n) varia entre 8 € Tn+ 1, e
portanto no pior caso vale 7n+ 1. O valor de T, (m, n) € mais dlﬁcﬂ
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de determinar. Pelo Exercicio 2 temos, no en tant

9
ara cada n, portanto, o Algoritmo de Euclides é, no pior

10 iog, n+8.
caso, mais eficiente do que o algoritmo mdc, exceto para valores pe-
quenos de n. Veja também os Exercicios 3 e 4, para outras questoes

interessantes sobre o desempenho destes dois algoritmos.
O exemplo simples acima ilustra que a analise do desempenho

de nossos algoritmos pode nos fornecer subsidios uteis para a escolha
do algoritmo mais adequado, além de sugerir muitas questdes interes-

santes do ponto de vista matematico dignas de serem estudadas. Existe
consideravel conhecimento acumulado nos ultimos vinte anos acerca
das técnicas que se revelaram uteis na solucao dos problemas que

surgem na analise de algoritmos, ¢ muitos algoritmos ja foram ana-
lisa dos com €xito usando-se estas técnicas (veja [60, 61, 62]). Além de

(1) Vamos supor que cada operagdo elementar como soma, comparagio, atribuigio,
etc., leve uma unidade de tempo.
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ser util na escolha do algoritmo mais adequado em cada caso, a analise
de algoritmos aumenta a nossa compreensao dos algoritmos anali-
sados, sugerindo muitas vezes idéias importantes para a sua melhoria.
Existem, porém, questoes importantes que a simples analise dos
algoritmos ja conhecidos ndo pode responder, pois existem infinitos
algoritmos para calcular cada fungao computavel. Por exemplo, em
geral queremos ndo s6 saber qual a quantidade de recursos computa-
cionais utilizada por algum algoritmo conhecido, mas também se este
- il . - ~

algoritmo pode ainda ser melhorado. Er
conhecido nos fornece um /imite superior para a quantldade de recursos

~ +
iquanto a analise do algoritmo

c

que ¢ suficiente para resolver esta tarefa, o prlme iro passo para res-
ponder se este algoritmo pode ser m melhorado é estabelecer um /imite
inferior na quantidade de recursos necessarla Naturalmente, temos
interesse em estabelecer o maior lim e inferior que consezuxrmos €

analogamente, o menor limit superl or possivel. Na situagio ideal os
dois limites deveriam ser iguais, caso este em que conheceriamos exa-

tamente a quantidade de recursos que é tanto necessaria como suficiente.
Se dispusermos de um algoritmo que utilize exatamente esta quanti-
dade de recursos, entio, obviamente, temos um algoritmo 6timo para
a tarefa, no sentido de que a quantidade de recursos utilizada por
qualquer outro algoritmo para a tarefa sera maior, ou no melhor dos
casos igual, a do algoritmo que temos.

Na pratica, s3o raros os casos em que temos esta situagdo ideal.
Pode-se mesmo demonstrar que existem problemas que nao possuem
algoritmos 6timos. Normalmente, a diferenga entre o limite superior
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melhorar o algoritmo de que dispomos. E possivel, no entanto, que a
melhoria efetivamente obtenivel seja bem menor do que a diferenca
entre o limite superior e inferior nos faria acreditar, porque o limite
mlerlor ¢ demasiada

ois, estu
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a indicacdo de uantn pndprmmnc no mMaximo,
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ite baixo. Para r°°ponder este tipo de questao,

ament
...... tudar classes de algoritmos em vez de algoritmos
mcnvnauals.

Estabelecer limites inferiores para a quantidade de recursos neces-
saria para uma tarefa ¢, em geral, um problema muito dificil. Nos
os a este problema sob varios pontos
r
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nostraremos que existem tarefas naturais
de computaca

de com pu juais ndo existem algoritmos. Isto pode ser
encarado como um problema extremo de limites inferiores, no sentido
de que nenhuma quantidade de recursos, por maior que seja, € suficiente
para computar estas fungdes. No Capitulo IIT estudaremos a comple-
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xidade de algoritmos que calculam o produto de duas matrizes. A
medida de complexidade aqui, serd o numero de multiplicagdes uti-
lizadas. Como veremos, o algoritmo classico de multiplicagio de
matrizes, surpreendentemente ndo ¢ o melhor algoritmo, e apresen-
taremos um alsuuuuu quc lhe € assintoticamente bupcrlor A segmr
esbogaremos uma teoria algébrica que permite provar limites inferiores
para este tipo de problema. A relativa sofisticagdo do método, quando
comparada com os resultados, as vezes modestos, que podem ser

mediante o seu uso, ilustra bem a dificuldade de se provar

certo sentido preciso tém aproxunadamente a mesma complexidade.
Esta classe inclui, como veremos, muitos problemas de interesse em

diversas areas do conhecimento, no entanto nio se sabe se estes pro-
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blemas podem ou ndo ser resolvidos eficientemente. Temos aqui,.
portanto, a interessante situagdo em que todos os limites superiores
conhecidos para resolver estes problemas sdo “ineficientes’”’, mas nio
se conseguiu até hoje provar limites inferiores que mostrem que este

€ necessariamente o caso.

... ) .
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Como indica a discussa

acir
da Teoria de Complexidade ¢ a estimativa dos recursos computacionais
necessarios € suficientes para o calculo de fungdes computaveis espe-
cificas de nosso interesse. Poderia parecer a primeira vista que, em
virtude disto, a teoria tenderia a ser uma colegdo de técnicas, cada
uma adequada a um problema especifico. Na realidade, porém, existem
relagdes entre as complexidades de muitos problemas aparentemente
diferentes, permitindo reduzir um problema a outro. Esta técnica de
redugdes aparece com destaque nos trés capitulos seguintes sob di-
versas formas.

Existem naturalmente ou tras questées 1mportantes da 1eor1a
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q
or exemplo, uma pergunta fundamental da teoria é aetermmar qual
a relacao entre as diversas medldas de complex1dade de algorltmos
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2.  Maquinas de Turing

Para se poder estudar a complexidade computacional de uma
tarefa é necessario escolher um modelo formal de algoritmos. Ja vimos
uma possivel formalizagio por meio da linguagem de programagao
LP descrita na Parte A. Em muitos casos, porém, este tipo de forma-
lizagdo é por demais complexo para ser util do ponto de vista teorico.
No Capitulo III, por exemplo, é introduzida uma simplificagao deste

modelo para eliminar
1 d

A~ acmart~ .
os aspectos da linguagem, irrelevantes para a

udada, facilitando assim o estudo do numero de operagoes
algébricas utilizadas pelos algoritmos.

Provavelmente o modelo formal de algoritmo mais utilizado em
Teoria da Computagio é o de Turing. Esta preferéncia se deve ao fato
de que este modelo ¢é suficientemente smmles. fac111tando as demons-
tracoes mas ao mesmo tempo suficiente
resultados provados se apliguem a modelos

e m s e MIIA

te
esultados provados se uem aparentemente com mais
recursos. Em particular, o modelo suficientemente poderoso para
que qualquer algoritmo possa ser nele representado. Passaremos agora

a definir este modelo.

Uma mdquina de Turing deterministica ¢ um sistema formal que
pode ser visualizado como um computador consistindo de uma fita
de entrada/trabalho/saida manipulada por um controle central (Figura 1).
A fita é subdividida em células, cada uma das quais contém um simbolo
de um alfabeto finito £, e ¢ infinita para a direita. Embora isto ndo

sela essenc1al suporemos que X contém pclo menos oS quatro simbolos

’
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{F, B, 0,1}, podendo, no entanto, conter simbolos adicionais. A pri-

meira célula a esquerda contém sempre o simbolo F, indicando que

esta é a célula mais a esquerda da fita. Este simbolo ndo € usado para

nenhum outro proposito. O controle central tem acesso a informagoes

na fita, e pode modificar tais info e

movel de leitura e gravag¢do que, em cada instante, encontra-se sobre
. . O con Or sua vez, esta em aleum

s, por meio de uma cabega

1 Uuase WAILEL WwALA [NAESeass

estado g, de um conjunto finito d estados Q. In lr.:lalmente o controle
central esta no estado ¢, , chamado de estado inicial, a cabega encontra-se

(2) Um alfabeto £ é um conjunto de simbolos. Uma seqiiéncia finita de simbolos de X
é uma palavra sobre X. O conjunto de todas as paiavras sobre Z é denotado por P
O niimero de simbolos de uma palavra x ¢ denotado por | x |, e ¢ chamado o com-
primento de x. A palavra de comprimento zero ¢ denotado por A e é chamada a

palavra vazia.
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sobre a célula mais a esquerda, contendo o simbolo F, e as n células
seguintes contém uma palavra x, chamada de entrada, sobre o alfabeto

de entrada e saida, I, = T\{F, b}. As demais células da fita contém

o simbolo branco, h A computagio da maquma comega entdo, pros-

T .

seguindo passo a passo. Um m passo da maquina consiste das seguintes
operagoes:

(@) ler o simbolo ¢ sob a cabega;

(b) escrever um simbolo ¢’ no lugar de o;

(c) reposicionar a cabega, que pode ser movida uma célula a

direita ou & esquerda, ou deixada no mesmo lugar;

(d) mudar o controle central para um novo estado gq'.
As operagdes (b), (c) e (d) dependem apenas do simbolo ¢ lido em (@)
e do estado ¢ do controle central antes deste passo. Ademais, o simbolo

g & necessariamente diferente de + sempre que o for diferente de f ;
no caso em que ¢ = F, a cabeca encontra se sobre a célula mais é

esquerda da fita, eentdo o
ser movida para a esquerda.

A computagio prossegue passo a passo, sO sendo interrompida
se o controle central assumir um dos dois estados
isto acontecer, dizemos qt
tado ﬁnal for ¢,, dizem
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aceita a eptrada x, e se for
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parar, x ndo € nem aceita nem rejeitada. A sazda da maquina, definida

apenas se a maquina parar, é a palavra sobre X, , escrita apos a pri-
meir a célula a esqu erda contendo l- até o nrlmelro Si“""‘ lo de V\V
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na fita, exclusive.
Controle
Central
|
Cabeca movel |
de leitura e gravagio |
l Fita de entrada/saida/trabalho
F ¥\ ¥

Figura 1 — Uma méaquina de Turing.

Uma maquina de Turing M reconhece um conjunto 4 < T*

e/s

se para toda entrada x € £¥ ., M para, e aceita x sse x € A. Uma maquina
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de Turing M calcula uma fungdo f: LZ,‘/S—»Z’;/S se para toda entrada
xeX¥,, M para, e a saida de M ¢ a palavra f(x).

Resumindo formalmente a discussdo acima: uma maquina de
Turing M € um sistema (Q, ¢, 4., q,, Z, Ze/s, +, B, 6) onde ¢, q,,
€0, FH, BeX, X < I\{F Bl e & é a funcdo de transferéncia

Hr = ejs = =A\y 2 Ay ~ U N Aaids 2od S (22
h ] ) 3 4 < A @l Pa - { 1 ~ ) A N

deM,6: Q0 xZ -0 x Z x {—1,0,1}. Ainterpretagdo de d(q, o) =

= (¢, ', A) ¢ que a maquina no estado ¢, tendo lido o, escreve o',
move a cabega A células para a direita, e muda para o estado ¢, sendo
portanto sujeita as restrigdes:

scg=Fentdo g =FeA=+1.0uA=0,

se ¢ # I entdo o' # I,

e 904, 0) = (4, 0,0),

5(qr9 0) = (qr’ o, 0)
Finalmente, a transformagio da fita associada a maquina M pode ser
formalmente definida pela relagio F, abaixo sobre £* onde £ =
=XuQ x X Para x,yeX* e §(q,0) = (¢',0',A):

(1) se A = 0 entdo x(q, 0)y F\ x(q', 0)y;
(i) seA=+ley=1,0ouseA=+1,y =y=Aer1 =} entdo

yla s\v E yer' (o' TYv' -
MM V) MY M YJ)
(m) se A= —1e x=x't entdo x(q,0)y Fy, x'(q, t)a'y.

Uma madquina de Turing ndo deterministica ¢ um sistema formal
como o acima descrito, com a unica diferenga que a maquina nﬁo

deterministica possui uma fita adicional chamada fita de suge
O controle central tem acesso a

es
informacgdes nela armazenadas. O acesso € por meio de uma cabeca
A ..

nteral tams arace

¥
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cialmente sobre a primeira célula a esquerda da fita, que cont ém
simbolo F, as células seguintes contém uma palavra y de £* , e

demais celulas da fita de sugestdes contém brancos . A computaciao
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antes. | L fu § 1
da maquina é agora uma funcao 5 OXxIXxX->QxZXx{-1,
0, +1}2, refletindo que cada passo depende agora nio s6 do estado ¢
do controle central e do simbolo ¢ lido da fita de entrada/trabalho/saida,

mas também do simbolo lido da fita de sugestdes. com a seguinte

ARACAD P RAAAUWILL WU JiikAUVEY UHmvosUwdy wvaas 8 Ovess

interpretagdo: se d(q,0,,0,) = (q’,0’,A ,A,) entdo o controie
central no estado ¢, lendo o, na fita de entrada/trabalho/saida e g,
na fita de sugestoes, escreve ¢’ no lugar de o, move as duas cabegas
respectivamente A, e A, células para a direita e muda para o estado q'.
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A idéia da fita de sugestdes é dar & maquina informagdes auxi-
liares, dai o nome de fita de sugestdes, para ajudar a determinar se a
entrada x da maquina deve ou ndo ser aceita. Isto sugere a definicdo
abaixo.

Um conjunto 4 = ¥ ¢ aceito por uma maqu
nistica M, se com entrada x:

(a) se x € 4 entdo com alguma sugestdo y a maquina M para e

aceita x;

tera observado que a definigdo de maquina de
Turing ndo deterministica estende a definicio do modelo determi-
nistico. De fato, qualquer maquina de Turing deterministica pode ser
encarada como uma maauma ndo deterministica que lon_ora a sua fita

y e

de sugestdes. Deste modo, uma maquina deterministica M aceita
um conjunto 4 se M, encarada como uma maguina nio determi-
nistica, aceitar 4. Note que se uma maquina deterministica reconhecer
A, entdo ela também aceita 4. A reciproca nio é verdadeira: é possivel
a uma maquina deterministica M aceitar um conjunto A4 sem reco-
nhecé-lo.

Vamos ver agora um exemplo simples aplicando os conceitos

acima. Considere a maquina de Turing deterministica

M= (0, 4y, 445 4,» Z, Z,5, |, B, 6) que reconhece® {0"1" |n > 1},
onde
— V] ~ P P P ,.\v_(luniAn\w 0 0
— WMo Y15 425 435 Y45 Yas 4rfs « = AP, YU, 1,4, Dy, L, = (Y, 1
e 0 ¢ dado por:
(1) 0(q,, F) = (g, F, +1)
0(q,,0) = (q,, 4, +1)

(M verlﬁca se a entrada ¢ da form__a ()"l substi
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tuido por um 4 e em segu1da M move para a dll‘el
curando o primeiro simbolo 1.);

(11)5((11,0)—(41,0 +1)
) = (4,, B, +1)

\'111 =

)=(q39 ’ l)

(3) Para 0 € £ a notagido ¢" denota a palavra go ... 6 de comprimento n.



(No ‘estado g,, M passa por cima dos simbolos 0 ¢ B até encontrar o
primeiro simbolo 1, que é substituido por B. M agora movera a es-
querda no estado g¢,.);

(g,, B, —1)

, 0) = (a~, 0, —1)

E
I

stado q2 a maquina vai a esquerda, passando por cima de B's.
substituidos, o primeiro simbolo que
‘OC‘U ara o 0 mais a
{ .Ca t , ¢ ro simbolo diferente
de B for um A, entdo ndo ha mais zeros, € premsamos apenas verificar

se todos os 1's foram subst1tu1dos por B's.);
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(iv) 8(q,, 0) = (g5, 0, = 1)
d(q,, A) = (g,, 4, +1)

(No estado ¢, movemos por cima dos zeros até um simbolo 4. Quando
este € encontrado movemos a direita no estado g, para substituir o
proximo simbolo 0 por A4.);

v) 5("1’49 B) = ((114’ B, +1)
0(g,, P) = 4, B, V)

(M verifica se todos os 1's foram substituidos por B’s.);

(vi) Para todo g€ X,

S/ _\ { ~ N\
o4y, 0) = Yy, 0, Y)
4(q,, 0) = (g,, 0,0)

(vii) Para todo (¢,0) € Q x T tal que &(q, o) ndo foi definido
anteriormente, J(q, o) = (q,, 0, 0).

Para a entrada 0011 temos a seguinte seqii€éncia de passos que

(g, F)OOI1 k,, F(g,,0)011 F, FA(g,,011 F, FAO(g,, ]
Fry FA(q,,0)B1 F,, F(g,, A)OBI F, +A(q,, 0)BIl
k., FAA(q,,B)1Fy FAAB(q, 1)k, FAA(q,,B)B
by FA(q,,A)BBE, +AA(q,,B)BF, +AAB(q,, B)

(- L 7
Fag ! nnBB(q“,,"/‘)e:A i AABB{"a,;"/‘).

O Exercicio 15 mostra que esta maquina de Turing reconhece
o conjunto {0"1" | n > 1}.



Pelo exemplo acima podemos notar que descrever uma maquina
de Turing pela sua fungdo de transferéncia é bastante trabalhoso,
mesmo para resolver problemas relativamente simples. Para facﬂltar
a construgdo de maquinas de Turing, certas ‘‘técnicas de programagio”
destas maquinas tornam-se indispensaveis. Com tais construcdes
podemos descrever maquinas de Turing mais complexas sem preci-
sarmos dar explicitamente fungdes de transferéncia envolvendo pos-

sivelmente centenas de estados. Por falta de espago ndo daremos aqui

estas técnicas. Quando precisarmos mais adiante construir maquinas
de Turing, daremos descricbes que esperamos que sejam suficiente-
mente pormenorizadas para que o leitor se convenga de que, seguindo
a descrlcao, pode construir a fungio de transferéncia da maquina de-
sejada.

Existem varios textos de computabilidade mencionados nas notas
bibliograficas em que o leitor interessado pode encontrar estas técnicas.

A resolugdo dos Exercicios 7 a 12 pode também ser de utilidade para
adquirir alguma pratica na construgdo de maquinas de Turing.

TaYal e ”~~ r\ a Ak

O. A tese de Church
“Qualquer procedimento efetivo pode ser realizado por uma
maquina de Turing”. Esta proposi¢do é conhecida como a Tese de

Church.

uilad madaq
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operagio da maquina € claramente efetiva. Assim, exammando as
propriedades que exigimos de um procedimento descritas na parte A,
fica intuitivamente claro que toda maquina de Turing descreve um
procedimento efetivo. O model lo de Turing, porém, é [50 simpies que
a primeira vista pode parecer injustificado supor que
dimento efetivo possa nele ser 1mplementado No entanto
isto que afirma a Tese de Church.

A nogio de procedimento efetivo é um conceito informal, e assim
a Tese de Church afirma a equivaléncia de um conceito informal e
um conceito formal, ndo sendo portanto passivel de demonstragio.
Néo obstante, existe consideravel evidéncia que suporta esta propo-
sigdo. De um lado temos uma vasta evidéncia empirica: cada um dos

algoritmos e procedimentos efetivos usados em matematica pode ser



descrito por meio de uma maquina de Turing, ou diretamente, ou
através de um formalismo mais conveniente equivalente ao forma-
lismo de Turmg Em partlcular pode-se demonstrar qQue para cada
programa em linguagem LP existe uma maquina de T Turing que calcula
a mesma fungdo. Mais ainda, existe um algoritmo que tendo por en-
trada um programa na linguagem LP produz por saida a descrigao
de uma maquina de Turing correspondente.

Por outro lado, todas as tentativas independentes de formalizar

os conceitos de procedimento efetivo € algoritmo se mostraram equiva-
ientes, ape"a‘r‘ de haver uma grande variedade de tais formalizagdes,
aparentement muito d1551m1]ares

aceita pelos matematicos.

Supondo que a Tese de Church seja aceita, podemos utiliza- la
ara dois tipos de aplicagdes. As vezes, para economizar tempo ¢
esforco, podemos especificar um procedimento \uuuuuahucuw e,
invocando a Tese de Church, concluir que existe um programa formal
correspondente. Este tipo de aplicagdo pode ser evitado, especifi-
cando-se formalmente o procedimento em questéo.

Existe uma certa analogia entre este tip’
Ae Church e demonstracoes em matematic

dluil vil NAWILAViiIUG y azaisvva
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assim, na maioria dos casos em matematica, usamos métodos informais
em nossas demonstracdes, subentendendo-se que, se desejado, pode-se
transformar as demonstragoes informais em demonstracoes formais

Azaansa a2l L2202 LIRARAUJAIORLC

numa teoria formal conveniente.

O segundo tipo de aplicagdo é porém inevitavel e ocorre quando
demonstrarmos que ndo existe um programa formal de uma certa
espécie, mas pela Tese de Church afirmarmos que néo exista tampouco

nenhum orocednmento informal do tlpo desejado. Usaremos nas

~
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4. Medidas de complexidade de
maquinas de Turing

A eficiéncia de um algoritmo pode ser descrita pela fun¢ao que
para cada entrada da por resultado o tempo de execugdo do algoritmo
com esta entrada. No nosso modelo, “tempo” corresponde de modo

natural ao niimero de passos tomados pela maquina até parar. Assim,
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para cada maquina de Turing deterministica M definimos a fungio

ty: 2¥ > Nu {0} dada por®:
(@) Se M com entrada x parar en

tomados por M até a sua parada;

SVALIGKRSVS pR SV2 Py

tao t,,(x) € o numero de passos

(b) Se M com entrada x ndo parar entdo #,,(x) = oc.

Para uma méquina de Turing ndo deterministica M a fungdo

M Z8— NuU{oo} € definida por:

(0} Qa nara alonma gnioagtan v n manminag A acaitar a antrada

\a) vV paia a15u1ua DUEUDLGU )/ lua\luuxa vl asvviilal a viitiaua A
entao t,,(x) € o numero de passos minimo dentre todas as computagdes

da A it N ate ada t : +
G Hm qud aclilam X. \n’L‘uC Guc poaemos /ari i L

quais M aceita x, tomando um numero maior ou menor de passos
conforme a sugestdo.);
(b) Se M ndo aceitar x com nenhuma sugestdo, mas parar com

o numero de passos minimo dentre

, entdo 7,(x) € o
das as comp tagbes de M que rejeitam Xx;
(c) Se M ndo parar com nenhuma sugestdo entdo f,,(x) = co.
E muitas vezes mais conveniente medir a eficiéncia de um algo-
ritmo em termos do tamanho de sua entrada. Assim, dada uma fungao

g: N - N dizemos que uma maq ina de Tur no M é limitada em tempo

por gse ty(x) < g (I X | ) para toda entraaa x. Seja G uma familia de
fungdes g: N — N. Um conjunto A € reconhecivel em tempo G se existir
uma maquina de Turing deterministica M que reconhece A e é limitada
em tempo por algum ge G. Um conjunto A4 € aceitdvel em tempo G
se existir uma maquina de Turing ndo deterministica M que aceita A

e é limitada em tempo por algum geG.

~aAa

Uma outra medida de complexidade de algoritmos importante
€ a “‘memoria” utilizada na computagdo. Isto corresponde natural-
mente ao numero de células da fita visitadas pela cabega de leltura/gra-

vagdo da maquina de Turing durante a comp' taf‘ao. Por

define-se que o espago utilizado num
infinito, mesmo se a maquina visi e
da fita. Deixamos ao leitor, como exercicio, as definigdes da funcio
analoga a ¢, (x) para a medida de complexidade de espago, bem como
os conceitos de comunto reconhecivel e aceitavel em espago G.

et WCmpo € €spago para aq" iasde T uuug
eneralidade, ser expressos a menos de uma
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(4) n < oo para todo ne N.
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constante multiplicativa, conforme o Exercicio 11. Para isto freqiien-
temente € muito conveniente utilizar-se da notagdo O definida do se-
guinte modo: dadas as fungdes f, g: N — N dizemos que fe O(g),

leia-se f é da ordem de g, se existir uma co nte K>0e n, e N tal

swalsT OV winkdvia ~ s ‘ ~ wlaa

que f(n) < K - g(n) para todo n > n,.

FYEROCICING
) DY § W] N AN

RCI
1. Mostre que o numero de operagdes efetuadas pelo procedimento
mdc é T, ,(m,n) = 7 (min(m, n) — mdc (m, n)) + 8. Conte cada
soma (+), subtragdo (—), atribui¢do («), calculo de resto, com-
paragdo, Vv, etc. como uma operagdo. Assim, por exemplo, cada
execugao de se m < n entao d — m senao d «— n conta como duas

oneracoec
val “YUVL’.

2. Mostre que o numero de operagdes efetuadas pelo Algoritmo de
Euclides, T (m, n), ¢ limitada superiormente por 10 log, n + 8.
(Sugestao: Mostre que para cada duas execugdes do comando
repetitivo o valor de y decresce pelo menos para y/2.)

3. No texto comparamos os algoritmos mdc ¢ de Euclides pelo seu
desempenho no pior caso, para cada n fixo. Defina o conceito de
tempo médio de execugdo para n fixo, para o algoritmo mdc. De-
monstre que existe uma fungdo 7, (n) que corresponde a sua defi-
nicgao.

4. Estude as propriedades de 7, (n) do Exercicio 3.

(@) Determine o valor de 7 ,(45);

(b) Determine o valor de 7, (p) onde p € primo;

(c) Determine o valor de 7,(p - g) onde p € g sdo primos;

r no

(d) O que vocé pode dizer no caso geral?
5 Comldcrc um problema para o qual dlqpomm de uatro algommm

algorltmo indique a faixa de valores de n para os quais ele € o

melhor dos quatro algoritmos. (Para um numero real «, |« ] denota
o maior inteiro contido em «. isto é. 0 maior inteiro niao maior do

S -vv wAAE Vvg AT g aaaliaa -..-'--v A a2aaleiNSL

que a.)

6. Contraste as defini¢des de conjunto reconhecido por uma maquina
de Turing deterministica, e conjunto aceito por uma maquina de
Turing ndo deterministica.
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. Mostre que as linguagens (b

Parte B — Complexidade de Algoritmos

Construa uma maquina de Turing deterministica que reconhece
o subconjunto de {0, 1}*
(a) {xx® | xe {0, 1}*} onde x® denota a palavra reversa correspon-

+ afintda A R - R __ +-R 7/--1\R 1 ..R
dente a x definida por: At = A, (lﬂ) = Ox , \(X1)" = 11X

(exemplo: (01001)* = 10010);
(b) {x|x & a representagio biniria de um numero par};
() {x | x ¢é a representagio binaria de um numero divisivel por 3} ;
(d) {1" Ine N}
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no sentldo definido no Capitulo D.

Exercicio
I

I.

. Mostre que o conjunto (d) do Exercicio 7 é reconhecivel em espago

| x |, onde x é a entrada da maquina de Turing

. No texto foram dadas duas defini¢des para ¢, (x), uma paraM
deterministica € uma para M nio determ 'nisuca Mostre que se M
for uma maquina deterministica entio ,,(x) calculada por ambas
as definigdes d4 a mesma fungio. Con51dere uma maquina deter-

ministica como uma maquina ndo deterministica que ignora a
sua fita de sugestoes.

{

(a) Mostre que se L € reconhecido por uma maquina de Turing

limitada em tempo por ¢ (n), onde n é o0 comprimento da entrada,

e lim t(n)/n*> = co entdo para qualquer constante ¢ > 0 o
n— oo

conjunto L € reconhecido por uma maquma de Turing de fita

unica iimltad" em tempo por max (n, c,* t(n)).

(Sugest:o construa uma nova maquina de Turing que re-
~ 1 10 1 P WA R |

conhega L cujo aifabeto tem mais simbolos do que o aifabeto
da maquina original. Note que basta demonstrar a proposi¢io
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limitada em espago por e(n) entdo para qu alqu
m

¢ > 0 o conjunto L ¢ reconhecido
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maquma de Turing se exi

nistica que com entrada 1" produz a saida
(@) f(n) = n+ 1 é computavel;

(b) se f e g sio computaveis entdo f o g também é computavel;
(c) se f¢éuma fungdo computavel e K € N entdo a fungdo g definida

por



g(0) =K
g(n) = f"(K) para n > 1,
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mas f ¢ (n Uog2 n)).

14, Mostre que
(@) toda fungdo constante pertence a O(1);
(b) existem fungdes f e g tais que ge O(f) mas f¢ O(g).
) Seja O(N + 0@ ) ={h: NoN|h=f+g € f€0() ¢
g'€0(g)}. Entdo O(f+g = O() + O(g) (max (£, g))
15. Demonstre que a maquina de Turing construida na Secdo 2 re-
conhece o conjunto {0"1" |n > 1}

NOTAS BIBLIOGRAFICAS
119]. A Tese de Church

o de nrocedimento

O modelo de Turing foi definido e

1ma [»WraZal o If‘(‘o
ime a convicgdo de que este € um mod

efetivo, e coroa os esforgos desenvoividos na primeira metade deste
século em logica matematica para isolar este conceito. [39] € uma
referéncia sobre a evolugdo historica de artefatos de computagao
mecanica. Algumas destas contribui¢des jA anteviam a importancia
da complexidade dos célculos, muito antes do aparecimento dos pri-
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A analise de algoritmos especificos, em muitos casos antecedeu o
estudo mais abstrato e geral de questdes de complexidade computa-
cional, e se desenvolveu em paralelo com esta teoria. Muito do que
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se conhece sobre técnicas de analise de algoritmos pode ser encontrado
nos livros de Knu [60 61, 62].

A primeira tentativa para medir a dificuldade de computagio de

um ponto de vista ax10mat1co foi feito por Rabin [97]. Mais tarde o
trabalho de Hartmanis e Stearns em [54, 55] estabeleceu alguns resul-
tados fundamentais da teoria, e constitui o primeiro estudo sistematico
de uma medida especifica de complexidade. Desde entdo, o campo
de complexidade tornou-se uma das areas de estudo auténomo de
Teoria da Computagdo, e vem se desenvolvendo vigorosamente.
Uma formalizagio elegante e abstrata do conceito de medida de

complexidade é a teoria axiomatica de Blum [5].



