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APITULO I

PROGRAMAGAO DE COMPUTADORES
E INDUGAO MATEMATICA

1. Introducéo

A programagdo de computadores ¢ uma atividade que pode ser
vista de varias maneiras. Por um lado, ela ¢ praticada hoje em dia em

escala industrial, e os problemas encontrados na confecgdo de grandes
sistemas de programagdo — como sistemas operacionais ou de reservas
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de passagens a€r€as — $ao LUlIlpdlaVClb aos pxuuu:maa encontraaos
em grandes projetos de engenharia. Por outro lado, a programagiao
ainda é uma atividade quase que artesanal e a metodologia para desen-
volvimento de programas de grande porte e que sejam confidveis €
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ao fato da programagio de computadores ser uma atividade muito
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recente, € que sofre transformagdes rapidas resultantes da expansdo
do seu campo de aplicagdo, e dos progressos tecnologicos na cons-
trugdo dos proprios computadores Uma boa parte da pesquisa nesta

Area esta dedmada icagido dos principios basicos que p nodem
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ser apllcados programacﬁ e do seu uso sistematico. Este tlpO de
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pesquisa €vE um
linguagens de programagio, e sobre técnicas de programagao utili-
zadas.
O objetivo deste capitulo ¢ apresentar alguns dos principios em
s A
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é discutido na Secdo 2 o conceito de procedimento efetivo que deve
corresponder & nogdo intuitiva daquilo que pode ser calculado por
meios mecanicos. Na Se¢do 3 apresentamos o conceito de linguagem
de programacgio e o de programa, que é uma representacdo formal
de procedimento. Na Secdo 4, discutimos a relacdo entre os mecanismos
de repetigdo existentes nos programas € o principio de indugdo ma-
tematica. Finalmente, na Segdo 5, apresentamos varios exemplos que
ilustram o uso do principio de indugdo para desenvolver, analisar e

demonstrar propriedades de programas.
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2. Procedimentos e algoritmos

Um p ocedimento ¢ uma seqiiéncia f nita de instrugdes que podem
ser executadas por um agente ¢ utacional. seia ele humano ou pég.
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Este conceito corresponde, portanto, és noc;oes intuitivas de ‘‘receita”

“roteiro”’, “método”, etc. Um exemplo classico de procedimento é o'
chamado *‘Algoritmo de Euclides” que especifica como calcular o
maximo divisor comum (mdc) de dois inteiros positivos m e n (o signi-
ficado da palavra ‘‘algoritmo” sera explicado mais adiante — por

uanto ele faz partp do nome do prnnpdlmento)

IJ

Passo 1: Adote como valores iniciais de x € y os valores m e n,
respectivamente.
Passo 2: Adote como valor de r o resto da divisdo do valor de x
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Passo 3: Adote como o novo valor de x o valor de ¥y, € COmo novo
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Passo 4: Se o valor de r € nulo, entdo o valor de x € o mdc pro-
curado, € o calculo termina; caso contrario volte a exe-
cutar as instrugdes do procedimento a partir do passo 2.

Este exemplo ilustra algumas propriedades que vamos exigir de
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almento.

rocedi
) A descricdo do procedimento deve ser finita. No exemplo
citado utilizamos uma seqiiéncia finita de palavras e simbolos para
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(11) Todo procedimento parte de um certo numero de dados per-
tencentes a conjuntos especificados de objetos (como m € n que sdo
inteiros positivos), e espera-se que produza um certo numero de resul-
tados (como o valor final de x) que mantém uma relagido especifica
com os dados.

(i) Supde-se que exista um agente computacional — humano,
mecénico, eletronico, etc. — que execute as instrucdes do procedi-
‘mento. Este agente devera ter uma maneira de guardar e recuperar
informagdes durante a execugao do procedimento. No exemplo anterior,
estas informagdes seriam constituidas pelos valores de x, y e r, bem

como a indicacio do nrmnmn passo a ser executado
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(iv) Cada instrugdo especificada pelo procedimento deve estar
bem definida, ndo deixando duvidas quanto ao seu resultado. Assim,
no exemplo acima, supde-se que dados os valores inteiros positivos de
x € y, o agente computacional sabe calcular o resto da divisdo de x



por y. A mesma instru¢do nio estaria bem definida se x e y pudessem
ter valores inteiros quaisquer: quais sdo os restos da divisio de 10
por 0 ou de —20 por —7? Evidentemente poderiamos estender de
maneira conveniente a definigdo do resto da divisdo para inteiros

ativos, ¢ neste caso o resultado para —20 e —7

(v) As instrugées do procedimento devem ser efetivas, isto é,
devem ser tido simples que poderiam ser executadas, em principio, por

- de t & A
uma pesma usando lapis e papel, num espago de tempo finito. As

instrugoes do AI oritmo de Euclides satisfazem este critério quando
en . )
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eiros POSit
de ser efetivas se os valores de x e de y pudessem ser nimeros reais
quaisquer em representa¢do decimal, posswelmente de comprimento
mﬁmto Um outro exemplo de mstrucao nao efetiva seria: ‘“‘adote

" n A valas 2o

para O vaior Z<©
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se existir um inteiro k maior do quc 2, € inteiros
positivos xX,yez tais que x* + yf = z"”. Para poder executar esta
instrugdo, teriamos que saber se o chamado Ultimo Teorema de
Fermat, que afirma que tais inteiros nio existem, é verdadeiro ou ndo.
Este problema estd em aberto desde que foi proposto no século XVII.
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Figura 1



[ Dasvta A _ DrAamea manfna da Camnuitadarace
4 FTAilG ™ TITUYIAaITIdyuv ue wuilipuiluauwui ve
C INICIO: m )
v
X< m

resto (x,y) = 0?

\ /
\/

ISIM

S« sty

NAO




Note-se que ndo chegamos a definir precisamente o conceito de
procedimento, e nem o faremos. Este é um conceito primitivo, corres- -
pondente a abstragdo das nogdes exempllﬁcadas acima, independente-
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Continuaremos, eﬁtretanto, a
designar O mesmo conceito.

A descrigdo de um procedimento pode assumir varias formas
distintas, e mais ou menos formalizadas. Uma maneira comum de

se representar um procedimento € através do chamado diagrama de
blocos. O Algoritmo de Euclides noderia ser re
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grama da Figura 1. O significado do diagrama deve ficar dbvio ao
compara-lo com a descrigio do procedimento dada anteriormente.
Um outro exemplo de procedimento esta representado na Figura 2.
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A sua fungdo € determinar o menor numero perfeito maior do que um

inteiro positivo m dado (um nimero k é perfeito se for igual a soma
de todos os seus divisores exceto o proprio k). Mais um exemplo de
procedimento estd indicado na Figura 3. '
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Uma pergunta que surge naturalmente ¢ se um procedimento,
partindo de certos dados iniciais, executa uma seqiiéncia finita de
calculos, produzindo resultados finais, ou se entdo essa seqiiéncia de
calculos nunca termina. No caso do Algoritmo de Euclides podemos

mostrar que a segiiéncia de calculos é finita provando a seguinte
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proposi¢ao: se no passo 2 do procedimento os vaiores de x € y sdo
inteiros e positivos, entdo os passos 2, 3 € 4 serdo executados apenas
um numero finito de vezes, com os calculos terminando no passo 4.

~ N
A demonstragio € por indugdo sobre o valor de y. Se y = 1, entdo

teremos, pela execugdo do passo 2, r = 0. Consequentemente 0s
passos 2, 3 e 4 sdo executados uma Unica vez, e os calculos terminam
no passo 4. Suponhamos agora que a proposi¢ao € verdadeira para

qualquer x > 0 e qualquer y, com 1 < y < k, e demonstraremos

que ela é verdadeira para y = k. Por defini¢do do resto da divisdo
de 1‘1teir05 positivos, teremos, apos a execugdo do passo 2,0 < r < k.

Se r =0, entdo a execucdo termina, como anteriormente, numa
ﬁnica vez. Se r > 0, entdo, com a execugdo dos passos 3 e 4, teremos

=k>0ey=rcom0<r <k, ea execugdo volta ao passo 2.
Por hipotese de indugdo, os passos 2, 3 € 4 serdo executados um
namero finito p de vezes, com os cédlculos terminando no passo 4.

................. ~ ,._.. c atemda

Ao todo teremos, entdo, p + 1 execugbes para y = k. Note mos aindaa
que os valores iniciais x=m € y=n resultantes da execugdao do passo 1

satisfazem as condigdes da proposigio acima. Podemos concluir,
portanto, que a execugdo do Algoritmo de Euclides termina para
quaisquer inteiros positivos m € n.
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No caso do s e € : S ~ , , er
mina para certos valores de . Por emplo se m = 4 entido obteremos
o resultado x = 6 pois 5 #1e 6 =1+ 2 + 3. Entretanto, no caso
geral a resposta nédo é conhecida, pois a existéncia ou ndo de um nimero

infinito de numeros nerfeitos ¢ um problema em aberto. Se existirem
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infinitos nimeros perfeitos, entdo a execugdo do procecnmento termina
para qualquer m; caso contrario, s¢ K é o maior namero perfeito,

entdo o procedimento executa uma seqiiéncia infinita de calculos para
todo m > K. Finalmente, no caso do terceiro exemplo podemos
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m
ver que a execugdo do procedimento termina com s = ) i para

valores pares de m, pois os valores consecutivos de x sdao 0, 2, 4, 6,
Para valores impares de m, a igualdade x = m nunca sera satisfeita,
e a execu¢do do procedimento ndao termina.



Entre todos os procedimentos, teremos um interesse especial naque-
les cuja execugdo termina para quaisquer valores dos dados. Estes pro-
cedimentm serdo chamados algoritmos'?).

£cmc nsequenCld (la Olscussao an[erlor COHCIU] -S¢€ que (0] proceal-
mento que chamamos Alanrltmn de Euclides é realmente um alonntmn

Quanto ao segundo procedlmento, a resposta ndo é con_hemda, €o
terceiro exemplo representa um procedimento que ndo é um algoritmo.

Neste ponto fica claro que o problema de decidir se um dado

I'chd"" _tQ é oun nao um alooritmo deve cer dificil pacn contrario
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ja saberiamos as respostas sobre varias conjeturas, tais como a exis-
téncia de um numero infinito de nimeros perfeitos, a veracidade do
Ultimo Teorema de Fermat, e outros. Este problema sera discutido
de maneira mais completa no Capitulo B.II.

Note-se que todo procedlmento ¢ um meétodo para o calculo de

alguma fungdo, eventualmente ndo definida para certos argumentos.
Assim, o terceiro diagrama de blocos corresponde a fungdo A4 que

pode ser descrita por:

(m
(21 se m & par
h(m) = {l 0 ‘
ndo definida se m € impar

Por outro lado, uma mesma fungao pode ser calculada por varios
procedimentos distintos. O procedimento da Figura 4 calcula a mesma
fungao h definida acima.

3. Programas e linguagens de programacao

Vimos na se¢do anterior que um procedimento pode ser especifi-
cado por uma mistura de palavras e simbolos, como foi feito com a
primeira versdao do Algoritmo de Euclides. Esta maneira é, em geral,

bastante adequada quando se trata de descrever procedimentos que

serao 1nterpretados por pessoas. Entretanto para que um procedimento
possa ser executado por uma maquina, € necessario gue a sua descricio
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seja feita numa linguagem que ndo tenha as imprecisdes nem a varia-

(1) O termo ‘‘algoritmo” vem do nome Muhammad ibn-Musa al-Khwarizmi, autor
do famoso texto matematico Kitab al-jabr wa al-muqabalah escrito em arabe no
Século IX, e que deu origem ao termo ‘“‘algebra”. Khwarezm, a cidade de origem

do autor, é hoje a pequena cidade de Khiva na republica soviética de Uzbe
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bilidade de uma lingua natural. Uma outra vantagem da formalizagdo
¢ que ela permite maior rigor nas definigdes e demonstragdes sobre
procedimentos.

O fato de que a maneira mais conveniente de transmitir informa-
¢do aos computadores modernos € através de seqii€ncias de caracteres
exclui, em geral, o uso de diagramas de blocos, se bem que estes podem
ser definidos de maneira rigorosa. O método mais comum, portanto,
para se especificar um procedimento de maneira formal é através de
uma linguagem de programagdo.

Uma linguagem de programagdo ¢ definida por um conjunto de
simbolos, chamado alfabeto, que podem ser usados na representagio
de procedimentos, € por um conjunto de regras que especificam como
compor estas representagdes € quais sdo as agdes associadas a estas

representacoes Uma sequenCIa de simbolos de uma llnguagem de
programagao que representa um ou mais nrocedimentos sera chamada

programa.
As varias linguagens de programagao tém caracteristicas bastante
diferentes, conforme a sua finalidade. Ex1stem lmguagens multo simples,

Iﬂf‘ 11eM 11M nI'lmprn mI tn mrn naNn
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Programacgdo de Compuiadores e indugdo Matematica

que tém um grande interesse para a teoria da computagdo, como por
exemplo a linguagem de Turing, a ser vista no Capitulo B.I. Tais
linguagens dificilmente sio usadas para programar procedimentos
utilizados na m-anm_ As chamadas linguagens de mdquina, que sao

[ 9 LS4
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"compreencnaas diretamente pelos computadores, variam bastante
de um computador ao outro, € a programagio nestas linguagens pode
ser muito trabalhosa. A tendéncia moderna ¢é a utilizagdo das cha-
madas linguagens de alto nivel, mais adequadas para a representacao

de procecllmentos Um programa CSCI'I[O cm ung 1ag€m
p frar‘n'nr‘n pnra a llngllﬂng {‘P man na d um dad_O

para que possa ser executado. Essa traaucao por sua vez, ¢ feita pelo
proprio computador, executando um programa especxal chamado
compilador. Consequentemente tudo se passa como se o computador

L

Aemm  moamos o emzreea

E importante saber, em gcral se numa dada
gramacido podem-se representar todos os procedimentos efetivos, isto ¢,
se a linguagem é universal. Uma discussio pormenorizada deste pro-
blema esta fora do alcance deste texto, mas devemos considerar os
seguintes fatos. Em primeiro lugar, ¢ aceita universalmente a chamada

r procedimento pode ser

representado em unguagem de Turing. Evidentemente, esta tese nio
pode ser demonstrada, pois ndo temos uma definigéo de procedimento.

Entretanto, o volume de evidéncia empirica, que abrange todos os

O g wS AL e NS =< e

Tese de Church, segundo a mml mlalqu

procedimentos ja formulados, faz com que se aceite esta tese. Em se-
gundo lugar, pode-se provar que os programas escritos em linguagem
de Turing pedem ser “traduzidos” em programas equivalentes em

outras linguagens de programagdo, contanto que estas contenham
certos conjuntos minimos de operagdes primitivas, como por exemplo
soma, subtracdo, teste de zero, € um mecanismo para indicar calculos

it r
itivos. Em geral, as linguagens de programacgio incluem um nu-

mero de operagdes maior do que o citado acima, tornando o trabaiho
-de programagio mais conveniente, e resultando numa execugao mais
rapida de certas operagdes que poderiam ser programadas atraves
das operagdes basicas. A Parte B do texto inclui uma discusséo deste
aspecto de linguagens.

simples, mas que se assemelha as lmguagens de alto ni vel usadas na
pratica, e em particular a linguagem chamada Algol 60. Antes de des-
crever esta linguagem, que denominaremos LP, mostramos nas Figuras
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5 e 6 programas que representam os procedimentos das Figuras 1 e 2,
respectivamente.

Um programa em LP ¢ constituido por uma seqiiéncia de simbolos
sendo que o espacejamento entre os mesmos, as mudancgas de lmh

an 4 ..

alac.n ac
ICicvanics,

e weal Aiomnoct~d

em geral, a disposigdo fisica sdo i tém por
procedimento Euclides(m, n):
inicio

r « resio(x, y);

X, yey,r
até que r = 0;

procedimento numero perfeito(m):
inicio

x N rrs 5

repita
x,y,s<x+1,1,0;
enquanto y < x faca
inicio
se resto(x,y) = 0 entdo s « s + y

fim
Figura 6

aumentar a legibilidade e compreensio pelo leitor humano. A estrutura

de um programa ¢ indicada pelos simbolos de pontuagio tais como
faa -1 a1 ~

virguia, dois-} tOS ponto-e Vlrgu1a seta e OutrOS bem como por
Sime]OS CompOQt S d_e IP.tl'ﬂQ mnressas em nearitn Neacte tavtn actac
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simbolos sdo palavras como inicio, fim, se, entdo, sendo e outras, € o
seu signiﬁcado ajuda na compreensio dos programas. Os nomes dos
programas (como Euclides € numero perfeito), dos argumentos (como
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Programagéo de Computadores e indugéo Matematica

m e n) e das variaveis (como x, y e s) podem ser escolhidos de maneira
arbitraria.

Passaremos a descrever agora de maneira mais precisa, se bem
ue informal, a linguagem LP. Uma indicacdo de como tal definicao
oderia ser Iormanz'ada sera dada no final desta segdo.

Em primeiro lugar, deveriamos especificar os objetos que podem
ser manipulados nesta linguagem e quais as operagdes primitivas
disponiveis para manipula-los. Como Ja f01 mencionado, bastaria
adotar os numeros naturais € um minimo de operagdes primitivas
para Copsegnn‘ rpprpcpnfﬂr seoundo a T Se de ChurCh, qualquer,

S Aty L

'U.i:

ke

procedimento. Entretanto, esta decisio ndo permitiria a manipulagao
direta de outros objetos tais como caracteres e simbolos, seqiiéncias

de numeros, vetores, matrizes, etc. Todos estes objetos teriam que ser
epresentados por meio de uma codificacio conveniente atraveﬂ dos

Lpliuvoviitauvs }JUI. 11IVIV v G VWWG1aWRYyaY V2 CllICIILG AdAlliaVviy

o}

ser codificados, os resu ltados teriam que ser decodificados, € ao pro-

gramar teriamos que estar sempre atentos ao fato de utlhzarmos
numeros para representar objetos de outra natureza. Por conveniéncia,
mclulmos entao em LP a manipulagio de varios tipos de objetos,

A
urais. A especificagdo precisa destes tipos de

0 etos e das operagdes primitivas correspondentes sera feita ao apre-
sentarmos os exemplos partlculares de programas que os utilizam.
Suporemos apenas que existe uma maneira de denotar as constantes
como 0 (inteiro zero) (2,7, 10) (seqiiéncia dos trés inteiros 2, 7 e 10),

“aspectos teoncos (cadeia de caracteres), etc. As expressoes da lin-
guag‘d" o\.dau fUlul“daS nh||'79nrln-ep petae conctantes nomes de
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argumentos e variaveis, operagoes primitivas, ou entdo nomes de
procedimentos representados no programa. Neste ultimo caso, devem
ser calculados os valores dos argumentos, e executado o procedimento
correspondente, que devera devalver os valores CalC"Iauua.

Um programa em LP sera constituido da representacga
procedimento, seguido eventualmente da represent tacdo
"~ mentos auxiliares. .
A representacio de um procedimento tem a forma geral:

N

procedimento f(m,, m,, ..., m): S

D..

com n > 0, onde f sera 0 nome do procedimento, os m; sao0 0s nomes

dos argumentos (dados) e S é um comando que dlca como devem
ser calculados os resultados da execugdo de f, para os valores
m,, ...,m, dos dados.
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Os comandos em LP podem assumir varias formas. O comando
de atribuicdo de valor tem a forma

-e - . r r
Xis eves Xy & Loy ooy Ey

com n > 1, onde os x; sd0 nomes de variaveis, e 0s E; sao expressoes
que envolvem variaveis, constantes, argumentos, as operagdes primi-
tivas e, eventualmente, nomes de procedimentos. A agdo que cor-
responde a execugdo deste comando consiste em se calcular, em pri-
meiro lugar, os valores e; das expressdes E, e em seguida adota-los

como o0s novos val das variaveis x; (i = 1, , 1), respectivamente.

V\llllv Vo 1IVVYUVUOD VA

Uma outra forma possivel para o comando de atribuigao é

X[y oo X, <—f(E1, ooy E)

com#n > 2ep >0, onde f é 0 nome de um procedimento definido no
execucdao deve dc,ol.cr n r-q ultados. (O caso n =1

incluido na primeira forma do comando.)

O comando condicional tem a forma

se L entdo S, sendo S,

onde E € uma expressdo, € S, e S, sio comandos

execucdo deste comando, é cal- l ado em primeiro lugar o
expressdo E, que deve ser verdadeiro ou falso. Se e for verdadeiro
entdo sera executado em seguida o comando S, ; caso contrario sera
executado o comando §,. Quando se utilizam diagramas de blocos

o comando condicional corresponde a construgio indicada na

WA RLalRacNe Y v aINSAVAIVAIG

s quaisquer. Durante a
valor e da
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Programacgdo de Computadores e Indugéo Matemaética

O comando nada, que ndo gera agdo alguma, sera usado, as
vezes, como uma das alternativas S, ou S,.
O comando repetitivo tem a forma

enquanto E faca S

onde E é uma expressdo cujo valor deve ser verdadeiro ou falso, € S
¢ um comando qualquer. Durante a execugao, s€ 0 valor de E ¢ falso,
entio a execugio do comando repetitivo termina; caso contrario €
executado o comando S, e o comando inteiro ‘“‘enquanto E faga S”
ado. A Figura 8 indica o diagrama de blocos cor-
respondente.

N NA
< B NAO
N~
SIM
S
'
Figura 8

Um outro comando repetitivo tem a forma:
repita S,; S,; ...; S, até que E

com n > 1, onde os S, sio comandos quaisquer, € E ¢ uma expressao
cujo valor deve ser verdadeiro ou falso. O significado deste comando
estd indicado através do diagrama de blocos da Figura 9.

Em certos casos aparece a necessidade de se transformar uma
seqiiéncia de comandos num tUnico comando como, por exem
quando esta seqiiéncia deve constituir uma das alternativas de um
comando condicional. Neste caso serd usado o comando composto

da forma:

i.c—‘ ‘
S
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inicio S,; S,; ...; S, fim

comn > 1. Note-se que os simbolos inicio e fim funcionam apenas como
parénteses, indicando um agrupamento de comandos quando neces-
sario. Os comandos S, S, ..., S, serdo executados um apds o outro,
nesta ordem.

Figura 9

Finalmente, os resultados a serem devolvidos por um proce-
dimento sdo indicados pelo comando de retorno da forma:

L r

com n > 1. Os valores e; das expressdes E, sdo devolvidos como
resultados do procedlmento dentro do qual o comando de retorno
ocorre, encerrando a sua execugio.



Uma convengio importante que adotaremos para a linguagem LP
é a de que o0 escopo dos nomes dos argumentos e das varidveis € consti-
tuido pelo proprio texto da defini¢do do procedlmento no qual eles

ocorrem. Em outras palavras, se¢ num programa temos duas definigdes
de procedimentos, ambas fazendo referéncia a variavel x, na realidade

trata-se de duas variaveis distintas.
Ocasionalmente, havera observagdes no meio do programa vi-

sando facilitar a compreensdo do mesmo. Tais observag¢des, contidas

sempre entre as chaves { e }, serdo ignoradas durante a execugio do

programa.

O leitor atento deve ter no
comando em LP é uma defini¢do indutiva, € poderla ser formulada
de maneira mais concisa. Se ¥ é o conjunto de nomes de argumentos

e de variaveis, F € o conjunto de nomes de procedimentos, € X € o

< antan

~
uc represemam CXPpressocs, enad

conjunl bcqucnuab de simbolo Sq
0 conjun (“ de segiiéncias de simbolos que representam comandos

de LP po de ser definido por
C ¢ o menor conjunto tal que:

(1) a seqiiéncia ‘“‘nada” estad em C;
(i1) se x,, ..., x, estdo em ¥, € E,. ,E emX (n >1), entdo a se-
se A . 6 29 L4 .

qiiéncia “x, ..., x, < E, .., E” esta em C;

(iii) se x,, ..., X, estdo em V.femF,eE,, .., E,emX(n > 2,p = 0),
entdo a seqiiéncia “x,, ..., x, « f(E,, ..., E;)” esta em C;

(iv) se E,, ..., E, estdo em X ( > 1), entao a sequenc1a
“devolv F E E> esta em C;

vnvu ul, ‘.42, ey &ap

(v) se Eestaem X, e S, ¢ S, em C, entdo a seqiiéncia
“se E entdo S, sendo Sz” esta em C;

(vi) se E esta em X ¢ S em C, entdo a seqiiéncia
“enquanto E faca S” esta em C;

(vii) se E esta em X, e S, ..., S, em C (n > I), entdo a seqii€éncia
“repita- S, ; ...;S, até que E” esta em C;
(viii) se S, ..., S, estdo em C (n > 1), ntao a seqii€ncia

“inicio Sl, ...; S, fim” esta em C.

Na pratica, estas definigdes sdo abreviadas usando-se a notagao
-"mada FNB®). Nesta notagiio, os conjuntos de seqiiéncias de sim-

a Dna~la? Daog " t

(2) A abreviagdo vem de “Forma Normal de Backus”. Essa no
primeira vez por J. Backus para descrever a linguagem Algol 60 num relatorio’
editado por P. Naur [87]. Em inglés utiliza-se a abreviagio BNF que indica tanto
“Backus Normal Form” como ‘“Backus Naur Form”.



bolos recebem nomes mnemoénicos colocados entre (e). Assim, a
defini¢do acima ficaria:

/r‘nmandn\ =

NsRaAlRAANS

(variavel) [, (variavel)] « (expressdo) [, {expressio)]
devolva (expressdo) [, {(expressdo )]
se {expressdo) entio (comando) seniio {comando)

enquante {expressdo) faga (comando)
repita (comando) [; (comando)] até que {expressio)
inicie {comando) [; (comando)] fim

(programa) :.
{procedimento) [(procedimento)]
{procedimento) :: =

procedimento (nome) ( ): {comando)
| procedimento (nome) ((nome) [, (nome)]): {comando)

n-,' ~

eterminam apenas a forma de um
axe, pgra aue a Apﬁ icaio fosse

-
L
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completa, deveriamos especificar também o significado, ou seja, a
semantica de cada construgdo. Os métodos para a especificagio da
semantica de lmguagens de programacdo sdo bastante complicados,

t;dos neste fprn

Uvw  Vw

-s

presentar
o) troduzidas

LAY

varios algoritmos.

certas construgoes nﬁo 1nclu1das na nossa deﬁmcao mas cujo signifi-
cado deve ser 6bvio dada a notagio usual que sera empregada. Uma
convengao comum sera a eliminagdo da seqiiéncia ‘‘sendo nada”,

sempre que possivel. Esta eliminagdo ndo podera ser feita nas cons-
trucoes da forma ‘‘se E, entdo se E, entdao S, sendo nada senio S,”

“se £, entdo se E, entdo S, sendio S senao nada’’, pois obterlamos
a mesma forma ‘‘se E entio se E, entao S, sendo S, que seria, por-
tanto, ambigua.



4, | teracdo e recursdo

Um conceito fundamental em programagio é o de execugao re-
S.

petitiva de um comando, ou de uma série de comandos. Como vimos,
a descrigio de um procedlmemo ¢ sempre finita. Na auséncia de
mecanismes rewtitives o nimero de PQ‘PII‘QQ exeqc tadQQ DOr um

9 A4 AiVARRiWwWi WV Ao witiw wes = - [ ) il sz

programa sera limitado, entdo, por uma constante cujo valor depende
do proprio programa. Assim, por exemplo, o Algoritmo de Euclides
ndo poderia ser descrito por um programa desta especie, uma vez

1 dada t 1
que dado um inteiro K, € sempre posswel escolher valores m e n tais

que o numero de divisdes necessarias serd maior do que K.
Todas as linguagens de programagio de aplicagdo geral incluem
mecanismos que causam execugdo repetitiva de comandos. Um me-
canismo explicito existente em LP sdo os comandos repetitivos, cha-
mados também de comandos iterativos. Por exemplo no programa

2

_________ o~ aaldamm | DR

que GCerCIll.d (8] hlgUllullU de Duulldca, a bcquuu\.«la de \.«Uluauduo
“r « resto (x, y); x, y « y, r’ serd executada repetitivamente ate que o
valor de r seja zero. Assim, se os valores dados siom = 119en = 544,
os valores consecutivos das variaveis x, y e r durante o calculo repe-
titivo serao:

119 544 119
544 119 68
119 68 51
68 51 17
51 17 0
17 0

Analisemos agora o significado dos comandos iterativos, esco-

lhendo para isto a forma ‘“‘enquanto E faga S”. Suponhamos que
m _ _ . h

,m, sio os argumentos € Xx,, ..., X, s30 as variav de um

S
1
rama no qual ocorre este comando iterativo. O ¢
ser executado, calcula, a partir dos valores m, ..., m, € xl, vy X
os novos valores atribuidos as variaveis x,, ..., x, (alguns podem per-

manecer inalterados). Podemos supor, portanto, a existéncia das

1A ; —
fungbes gilu,, ..., Uy Vy5 oo vp) (i=1,...,p) que representam este

calculo, e reescrever o comando iterativo sob a forma:

enquanto E faca
Xy Xy ey Xp = g (mMyy ooy My, X4, s Xp), oMy, ,m
Xy eens Xp)y vees &pMys s My, X4y oey xp).

no
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Abreviando a notagdo para as seqii€ncias de variaveis e fungdes, e
lembrando que o valor de E também ¢ funcdodem,, ..., m, e b S
podemos escrever:

enquanto E(m, x) faca x « g(m, x).

Sejam a° = (a}, ..., a9) os valores iniciais das variaveis x , ..., X,
antes de comegar a execu¢do do comando iterativo. Enquanto pros-
seguir a repetigdo de S, teremos uma seqiiéncia de valores de x: a°,

a = olm a— 1 (i >1).
o\ had 7 A} 7

(24 - LAY —

Esta seqiiéncia sera finita ou ndo conforme exista ou ndo um k > 0
tal que E(m, a*) seja falso. Caso a seqiiéncia seja finita, o seu wltimo
valor a* fornecera os valores finais das variaveis x.

Estas consideragdes sugerem a seguinte regra para a demonstragao
de proposi¢Oes que relacionam os valores de m e de x, baseada n

principio de indugdo matematica:

o

Se (i) a proposicao P(m, x) é verdadeira antes da execugdo de
“enquanto E fagca S .
e (i) a veracidade de P(m, x) e de E(m, x) implica a veracidade

de P(m, x) apds a execugdo de S,
entao
ou  (11) a execugdo do comando ‘“‘enquanto E fa¢a S”’ nio termina,
ou (1v) apds o seu término a proposi¢io P(m, x) é verdadeira e
E{m, x) ¢ falsa.
Esquematicamente podemos representar esta regra num diagrama
de blocos como indicado na Figura 10.

Figura 10



No texto de um programa apresentaremos o uso desta regra colocando
as proposigées como comentarios:

{P} enquanto {P} E

faca {P A E} S {P};

{P A T E}

Note-se que a indugdo esta sendo feita sobre o nimero de vezes que
o comando S é executado A premissa (i) € a base da indugdo, ¢ a

Consideracoes analogas formulagdo de uma regra para
o comando ‘‘repita S, ; ...; S, até que £~ que pode ser enunciada por:

{P} repita
{P} S,;...; S, {Q}
até que E;
0 A E}
[ 4 ~5

I\

onde Q A 1 Eimplica P. A Figura 11 indica esta regra num diagrama
de blocos.




Um outro mecanismo existente em LP, e em varias linguagens de
programagio usadas na pratica, € a recursdo. Esta consiste em utilizar,
direta ou indiretamente, um procedimento dentro do mesmo procedi-
mento que o define. Consideremos a seguinte defini¢do indutiva da

uncio fatorial:
l“..

1iilyaaw lu\-vl

1 sen=20

| =
" ne(n-—1)"sen>0.

Esta definigdo pode ser transformada no seguinte programaem LP:

se n = 0 entao devolva 1
sendo devolva n - fat(n — 1)
ara compreender me € 1
xecugido deste programa para n = 4. Inicialmente, obtém-se:

fat(4) = 4- far(3)

ou seja neste ponto deve-se suspender temporariamente o calcufo de
fat(4), “lembrando” para o uso posterior o valor n = 4 e passar a

:rb 3

usar 0 mesmo programa para n = 3, e assim por diante:

fat(3) = 3- fat(2)

JBEG) ST

far(2) = 2+ far(l)

far(1) = 1- far(0)

fat(0) = 1

Neste ponto devemos ir ‘“‘relembrando” os valores anteriores de n-:
fat(l) = 1 =1

fat2) =2-1=2

fat(3) = 3- 2 =6

faslAN — A. & — D4

JAivr) = 5° U = o

Note que o programa sera usado n + 1 vezes para calcular n!. Nio

¢ dificil, por outro lado, escrever uma versdo iterativa do programa
que calcula n!:

procedimento fat(n):
s, x «1,1;
enquanto x < n faga s, x «s.x,x + 1;
devolva s
fim
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Simulando a execugio deste programa para n = 4, obtém-se os se-
guintes valores consecutivos de x € s:

X )
1 1
2 1
3 2
4 6
5 24
Um outro exemplo de programa recursivo € o que calcula os nu-
meros de Fibonacci. A seqiiéncia de Fibonacci ¢ definida indutiva-

{O sen=20
F, =<1 se n =1
lF 4 F ce n> 1
|1n_l|‘n_20\/'vll

\
e esta definigio pode ser diretamente transformada num programa
em LP:

procedimento fib(n):
se n = (0 entdao devolva 0
Senao )
se n = | entdo devolva 1
senao

devolva fib(n — 1) + fib(n — 2)

A Figura 12 indica como os calculos seriam executados para n = 4
fib (4)
fib(2) + fib(1) fiv(1) + fib(0)

P /\\ ! ! |

fib(1) * fib(0) 1 1 0
] !
I I
1 0

Figura 12



Devido & maneira como foi escrito o programa, varios valores sdo
calculados mais do que uma vez.

Um conceito importante em programacdo ¢ o de eficiéncia de
programas, € que sera discutido na Parte B deste texto. Adiantar-nos-

-mos uUm nouco entretanta e fnntornmne avy hqr a aficiéneia do
A 2 9 9L W AN Aiil l.}\l , \ulll-l\-ft“llt\}’ W twiillaal viiivo a“avail « WwilwiwiliwiQl A\ LV}

programa acima. Uma medida aceitavel de eficiéncia poderia ser
o numero total de operagdes primitivas (comparagdes, somas € sub-
tragdes) executadas para calcular F,. Este numero depende de n, €

AhcorvandAa A nraoras ~A
u v u

observando o programa, pode-se ver q pe
|ri se n=20

cn)=42 se n =1

1 cn—1)+cn—2) se n>1.

bl

VS (k= 0)

=(1+/32 e B=010-/32

Usando o fatode que | | < 1, para os valores crescentes de n obtém-se
a aproximagao:

’-\
T::

c(n) ~ 2,96 - (1,62)" "1,

Alguns exemplos dos valores de c(n) sdo:

n c(n)

25 803.378 (exato)
50 13 x 1010

100 38 x 102°

Para se ter uma idéia do valor de ¢(100), basta dizer que um
computador que realizasse um milhdo de operagoes basicas por segundo,

avarina rarcra Ao 19 v 1N8 annc nara calenlar EF I Na raalidade
Cvdiia CLita GL 1,2 X 1v” aiilS paia Lartuial 17,4, 1vd itaniaug,

a memoria deste computador teria sido esgotada muito antes. Por
outro lado, o programa iterativo a seguir calcula F, executando apenas
3.n+ 1 operagdes (isto € 301 operagdes para calcular F,  ):

P
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procedimento fib(n):

enquanto kK < n faga x, y, k «y,x+ y, k + 1;
devoiva x
fim
Uma conclu 40 Obvia € que uma mesma funcﬁo pode ser calculada por
mentos de eficiéncia muito diferente (veja também o Exercicio 7).

iteragdo e recursdao, sao em algum sentldo equ1valentes A respost
a esta pergunta depende da definigao exata do conceito de equivaléncia.

Uma definigdo razoavel seria a seguinte: dois programas sao equiva-
lentes se. e somente se. calculam a mesma funcao narcial. isto é. guando

AWALILWY Uy v UVARIVIILY Uvy Wl eiliiing & 233iV0i1LI0 S WA YARY PRIVIRIY 1030 vy weiiaaays

partindo dos mesmos dados, ou as execugdes de ambos nao terminam,
ou entdo ambas terminam, sendo devolvidos os mesmos resultados.

Adotada esta definigdo, pode-se provar que um programa sempre
pode ser transformado num programa recursivo equivalente. Na reali-
dade, a discussdo da iteragdo no inicio desta secdo sugere a maneira

Ap cnl-\chfnn' a lfpranan nnr rnnnrcon Coiam m A v Y
UoliLvuiil «“ ll-\iluy }Jvl A1vewuioav. UUJ“IIA Illl, ceey Illn W -/\vl’ coey J\p

os nomes dos argumentos € das variaveis usados na descrigio de um
procedimento, e¢ ‘“‘enquanto E faca S’ o comando iterativo a ser eli-
mmado desta descrigdo. Deve-se definir, entio, o procedimento

procedimento g(m,, ..., m,, y,, ..., V,)
inicio
Xy vees Xp & Vs eens Vi
se E entao
inicio
S; devolva g(m,, ..., m,, x,, ..., X,)
fim
sendo devolva x , ..., X,
fim

O comando ‘“‘enquanto E faga S deve ser substituido por:

X s Xy = gMmy, ...,m, X, . Xy).

1°

Repetindo-se a aplicagdo desta transformagdo a todos os comandos
iterativos do programa, chega-se a uma versdo sem comandos iterativos.



Na pratica, varias simplificagbes sdo possiveis pois nem todas as
variaveis do programa precisam ser modificadas por S. Note-se que
nesta transformacio ignoramos totalmente a natureza das operagdes

tad d 1 1 1ad f. d
X&luwaqaas }NIU programa, € 4o0s vaiorés manipuidados, iazéndo uma

transformagdo puramente simbodlica do programa dado.
Aplicando-se esta transformagdo a versdo iterativa do programa
fat, obtém-se a seguinte versao recursiva equivalente:

o

S, X « g(n, s, x);
devolva s
fim

procedimento g(n, y., y,):
inicio

5, X <Y,V
se x < n entao
i

S, X —=85x,x+ 1;
devolva g(n, s, x)
fim
sendo devolva s, x
fim

A transformagdo contraria, isto é, de um programa que usa re-
cursio em um programa que usa apenas iteragdes, depende da natureza
dos objetos manipulados, e da existéncia de certas operagdes primi-
tivas. Este problema estd relacionado com a Tese de Church men-

cionada na Qpr'an 2. No caso parhnn]ar da LP. supondo a maninulaciao

9 VRpUMINAY & axaliaal | saiaad Aodd

de inteiros e as operagdes primitivas de soma, subtragdo e comparagao
com zero, esta transformagdo sera sempre possivel se bem que bastante
complicada. Deve-se notar que esta transformagdo pode ser feita de

. . ;e . . . ~ .
maneira cictematica mac nc nraagramac iterativac nhtidac tdm eccenciall
Hialiviia sisteiilatita, iias UsS prugialiias itviauavus UUUGUS will Lootiilial

mente a mesma eficiéncia dos programas recursivos originais. Este

fats d t tad ir
fato deve ser contrastado com a transformagdo do procedimento fib

indicada anteriormente. Como mostra o Exercicio 7, a melhoria de
eficiéncia ndo se deve a eliminagdo da recursdo, mas sim a mudanga
do método de calculo, ou seja do algoritmo. Pode-se provar que para
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certas funcgdes, como por exemplo a fungdo S(m,, m,, k) da Secao
C.V.2, este tipo de melhoria é impossivel.

Por outro lado, pode-se mostrar que num certo sentido a recursao
é mais poderosa do que a iteragdo. Consideremos o seguinte ex emplo:

procedimento PH(m):

se r(m) entdo devolva f(PH(g(m)), PH(h(m)))
sendo devolva k(m)

coleca d e programas distintos, um para cada nterpretacﬁo dos sim-

bolos f, g, h, k e r. Em outras palavras, o exemplo representa um

esquema de programas. Pode-se demonstrar entio, que nio existe

um esquema puramente

PH para todas as interpretagdes possiveis dos simbolos f, g, h,ker.
Isto ndo quer dizer, entretanto, que para interpretagdes parti-

culares nio existem transformagdes equivalentes. Por exemplo, se o

programa deve manipular nimeros naturais, e:

iterativo que seja equivalente ao esquema

fo,2) =y +z
gy =hp)=y—1
k(y) = 1
rp)=y>0

entdo o programa calcula 2™, e um programa equivalente seria

procedimento 7(m):
inicio
y, s « m, k(m);
enquanto r(y) faga y, s « g(»), f(s, 5);
devolva s
fim
Também no caso da recursio podemos estabelecer uma regra de
demonstragio baseada no principio de indugdo matematica. Para
snmollﬁcar a exnosncao suponhamos um programa composto de

n “ ~rm .
a 1orma.

procedimento f(m, ,...,m,): S

onde dentro do comando S ocorrem aplicagdes recursivas do procedi-
mento f sob a forma f(e,, ..., e,). Suponhamos, tambem, que deseja-se
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N
co
»

demonstrar a proposicdo P(m,, ..., m,, f(m,, ..., m,)) que relaciona
osdadosm,, ..., m,com os resultados fm_, ..., m,). Para cada chamada
fle,, ..., e,) pode-se adotar, entdo, a hipotese de indugdo
Ple,, ..., e, fle,, ..., e,)).

Fvndentement esta e
de vezes que o procedimento f é aplicado de maneira recursiva durante
o calculo de f(m,, ..., m,). Note-se que, como é comum em provas
por indugdo em geral a parte mais dlfiCll da demonstragdo é achar

a 1teracin Aan da
no caso da iteragdo ou da

Y A waAitasaVaityy

uma hipotese de indugdo conveniente

TWUY M i uwyav wwial

recursdo. A verificagdo da hipotese €, em ger
de

14
arMmMn
ote-se, também, que as regras de demo

, bastante 51mples

talala~:Ad
n°tracao estaoeieciaas

permitem relacionar dados com resultados, caso a computagio termine.
As provas de terminagdo de programas sdo fregiientemente feitas a

parte, muitas vezes por indugdo sobre o valor dos argumentos, como

. :
foita na -~
fGl IVIWU 11U
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5. Exemplos de aplicacdo

Mostraremos, nesta se¢do, varios exemplos de aplicagio do
prmcmlo de inducdo, tanto sob a forma discutida na segio ante

£
1

Ci
c-r
=t
[~
7]

0mo Sob

(@)

EXEMPLO 1. Neste exemplo demonstraremos que o programa itera-
tivo Euclides apresentado na Segdo 3 realmente calcula

0 mdc de dois inteiros positivos m € n. A demonstragdo sera feita in-
dicando-se a relagio exlstente entre m, n, e os valores das variaveis
do programa antes e depois de cada comando. Estas relagdes, dadas

_pelas proposigdes O a O, estao indicadas no texto do programa
da Figura 13.

Q, € uma proposi¢do verdadeira por hipotese. A execugdo de
X,y < m,n" acarreta ¢,, e O, implica de maneira trivial Q, o,
resulta de 0, e da definigio do resto da divisdo de dois inteiros posi-

tivos. Para concluir Q,, basta tomar a proposicdo Q, e substituir y
por x ¢ r por y devido a execugdo de “x, y « y, r””. Na proposigio
assim obtida basta considerar os casos y = 0 e y > 0, e aplicar algumas

propriedades do mdc para obter Q,. Finalmente, vem a verificagdo
do passo indutivo, ao notar que Q, e r # 0 implicam|Q,. Q, € uma

conseqiiéncia trivial de Q, e y = 0.
Fica provado, entdo, que o valor calculado é o mdc(m, n) se a
execugdo termina, € este fato ja foi provado na Secdo 2. Note-se que as
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procedimento Euclides(m, n):
inicio {Q, :m >0 A n > 0}
X,y < m,n;
{0, m>0An>0Ax=mnay=n}
repita
{0, m>0An>0Ax>0Ay>0A mdcim, n)=
= mdc(x, y)}
r « resto (x, y)'

xJ"“y,

A mdc(m n) =xvy>0Amdecim, n) mdc(x i}
até que r=0;
{Q, : mdc(m, n) = x}
devolva x
fim
Figura 13
proposigdes 0, e Q, correspondem as proposicdes P e Q usadas para
formular a regra de demonstragio para o comando ‘repita ... até
que ...”".

EXEMPLO 2. A Figura 14 indica as proposigdes necessarias para de-
monstrar que o programa fib, apresentado na Secao 4,
calcula F, segundo a sua defini¢do indutiva.

devolva x

fim
Figura 14
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Para mostrar que o programa termina basta verificar que dentro
do unico comando repetitivo, os valores sucessivos da variavel k
formam a seqiiéncia 0, 1, 2, 3, ..., e como n > 0, depois de um numero
finito de repeticGes, exatamente n, teremos k = n.

EXEMPLO 3. Consideremos o seguinte programa®’:

procedimento f(n):
se n = 1 entao devolva 1

cnnnn

se resto(n,2) = 0 entdo devolva n + 2
senfio devolva f(f(3.n + 1) = 2))

onde n € um inteiro positivo, e + representa a divisdo de inteiros.
lo

Este exemplo ¢ mteressante, po:s ndo se sabe se o ca.c‘ulo de f(n) ter-
1 nstrutivo calcular o valor de f para alguns

;=ﬂ%=ﬂ9—ﬂ2—wM—ﬂﬂ=

= fl11 = ff17 = fff26 = ff13 = fff20 = ff10 = f5
= /8 =f4=2

A proposicao a ser demonstrada neste caso é:

Se n > 1 entdo ou f(n) ndo esta definido (isto é, o calculo de
f(n) ndo termina), ou entdo f(n) < n + 2.

Usaremos a regra de demonstragdo dada na Sec¢do 4 para pro-

gramas recursivos, sendo que a proposicio acima sera a hipotese de

ii‘ ‘ucau DC_]d um lIllCl[U n> l DC o bdlbUlU UC ](n) I]dU lCITIllIld CIll,dO
niao ha nada a demonstrar. Caso contrario, consideremos as duas
possibilidades:

@ népar: fm)=n+2<n-<+2

(b) n € impar: f(n) = f(a) coma=f((3-n+ 1) + 2). Como o
50 terminam também os dc ac

de f(a). Por hipotese de indugdo aplicada duas vezes tem-se

)
3~
3
p)
']
-
i
>
D
3
o+
i
3

entao:
a<@B-n+1+4
v flad<a<-2<((3en+1) =8
JN\E) = f =W oy o
E facil mostr rque paratodon > 1tem-se 3.n+ 1)+ 8 <n+ 2

(3) O programa foi proposto por Morris [86].
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" EXEMPLO 4. Consideremos o seguinte programa*’:

procedimento g(n):

se n > 100 enta

sendo devolva g(g(n + 11))

o)

o n—1

onde n é um inteiro qualquer. Demonstraremos que a fungao g definida
pelo procedimento ¢ igual a fungdo h definida por:

 [n—10se n> 100
h(”)‘—ﬁL 91  se n < 100.

Consideremos os trés casos possiveis:

(@) n > 100: neste caso g(n) =n — 10 = h(n).

(b) 90 < n < 100: neste caso o valor de g(n) sera dado por
g(g(n + 11)), onde as duas ocorréncias de g correspondem a chamadas

recursivas do procedimento; usando, portanto, a hipotese de indugao
duas vezes, teremos:

h(h(n + 11)) = h(n + 1) = 91 = h(n)

pela definicdo da fungdo h. Temos finalmente: g(n) = h(n).
() n < 90: ainda neste caso, aplicando a hipotese de indugio

duas vezes, teremos:

g(n) = glgln + 11)) = glh(n + 11)) = hlh(n + 11).
Como n + 11 < 100, temos:
h(h(n + 11)) = h(91) =91 = h(n).
" Finalmente: g(n) = h(n)

O que acabamos de demonstrar €, na realidade, que para todo
inteiro n ou o calculo de g(n) ndo termina, ou entdo g(n) = h(n). A
demonstracgio de que o calculo de g(n) sempre termina pode ser feita
considerando os trés casos acima, e fazendo indugao conveniente

obre os argumentos.

(7] [

(4) O programa foi proposto por Burstall [12].
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EXEMPLO 5. Suponhamos que em LP podemos manipular, além de
inteiros, também seqiiéncias de inteiros, e que para
Isto existem as seguintes operagdes primitivas:

car({s, S5, .., $,9) =5, se n > 1

At/ \ O\ /

cdr{{s,, 55, s $u0) = (8,5 ..., S,» se n > 1
S

(Spsvos Sp) # 5= Sy, ooy 5,y 8)

(s Sy ll=s, parai=1,..,n

A seqiiéncia de zero elementos sera indicada por { ). Algumas dessas
operagdes serdo utilizadas no exemplo seguinte.

O programa da Figura 15 produz a seqiiéncia reversa a partir da
seqiiéncia ¢ dada. As proposigdes O, a Q, inseridas no texto do pro-

grama indicam a maneira de mostrar que o programa produz resultados

TETTEEE g o T OEEEEAEE RS b il ~ et
corretos:
procedimento reverso(r):
inicio
(0.}
v oy s 1/ O\ 4.
Ay N /i,
{0,
enquanto
{0,}
y# ()
faca
x,y « car(y)&x, cdr(y)
{0,};
{0,}
devolva x
fim
Figursa 15
Oyt =8 .8,y An=0
QIII=<SI, ,o>/‘\n20/\x=<>/‘y_
0, t=(85y, .., SO)ARZ0ATI0<i<nAx=
={s,, Si- 1> o 8) AY={8i1,, 8 itgs oees Sy ]
Q, = 0, (hipotese de indugio)
Q, 1 =X8,us) ARZ0 A X =C8,,8,_,s.r8)



EXEMPLO 6. Neste exemplo, mostraremos uma maneira indutiva de
resolver um problema'®’, garantindo assim que o pro-
grama obtido sera correto, 1sto é, satisfara as especificagdes do problema
Seja M o menor conjunto que cont
ob as operagdes g(x) =2x + 1l e

7]

~ cEme iAo amm ~am evantanc Aa

um programa que constroi a seqii€éncia dos n menores elememua de
M (n > 1), em ordem crescente. Por exemplo, para n = 15 te riamos:

(1, 3,4,7,9,10, 13,15, 19, 21, 22, 27, 28, 31, 39).

(845 Sys cevs S l1<m<n.

E facil verificar que existem p e ¢ tais que 1 < p,g <m, ¢

g(s) <s, paratodo 1<i<]
fs) <s, paratodo 1 <i<g
g(s,) > sy,
f(sq) > Sm
Em outras palavras, o menor entre g(s,) € f(s,) sera o valor de
Sm+,» € 08 NOVOs valores de p e g serao: |
{p, q+1 se f(s,) < g(s,)
p+1lg4q se f(s,) > g(s,)
\p+1 g + 1 se f(s,)) = g(s,)
Foi feito, dessa maneira, o passo indutivo, estendendo-se com mais
um elemento a sequé“x cia parc1a1, e calculando-se os novos valores
de p e ¢, a partir dos anteriores. E facil verificar que os valores
m=p=q=1 e a seqiiéncia (1) constituem uma base conveniente
para esta indugio. Todas estas consideracdes levam diretamente a
constru¢do do programa apresentado na Figura 16.

EXEMPLO 7. Vimos na Secdo 3 como definicdes indutivas podem
ser usadas para descrever a forma dos programas numa
linguagem de programacao Mostraremos neste exemplo como estas

defini¢des podem ser usadas para escrever programas que decidem
se uma dada segiiéncia de simbolos é ou ndo um p rograma Indica-

remos apenas o procedimento que reconhece comandos em LP, €

(5) Este problema aparece em Wirth [130].
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procedimento /(n):
inicio

a,b—2.tpj+ 1,3-1q] + 1;
mem+1;
se a<bentio p,t —p+ 1, t # a
se a>bentdo q,t —qg+ 1,1t # b

pqt—p+1l,qg+1,t#a

fim;
devolva ¢
fim |
Figura 16
suporemos que ja foi definido o procedimento que reconhece expres-
sdes. O argumento do procedimento sera sempre uma seqgiiéncia de

p
simbolos da linguagem L

n1m‘\ l o Qe  aad

)
D
i
i

i 2

simbolo s, sera sempre um simbolo especial (0 que ndo faz parte
de nenhum comando. Desta maneira evitaremos que em alguns pontos
do programa a fungido car seja aplicada a uma seqiiéncia vazia. Se
para algum valor i (1 < i < m — 1), a seqiiéncia (s, s,, ..., §;) re-

1 srocedimento € a seqii€n-
cia restante 1 11CO).
Se ndo existir tal i, entdo o resultado seré “erro’ ) Suporemos que
o procedimento que reconhece expressées tem funcionamento seme-

lhante O predlcado var(x) indica se o 51mbolo x € o nome de uma

procedimento comando(t):
se car(t) = ‘“‘nada”
entdo devolva cdr(r)

“l\-‘st\
Ninav

se var(car(?))

e amaw AR

ad IniCio

Vv « cdr(f);

Figura 17 (continua)
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enquanto car(v) = **,” faca
se var(car(cdr(v))) entdo v « cdr(cdr(v))
sendo devolva (‘‘erro’);

'\ (X3 kR4

ar(v) = “«
entio repita
v « expressdo(cdr(v));
se v= (erro”) entao devolva v
sendo nada

66 9

até que car(v) =/=

a
ln ran / CCnmemen?

sendo devolva { €ITo /,
devolva v
fim
- senao
se car(t) = “‘devolva”

repita
Vv « expressdo(cdr(v));
se v= (‘“‘erro”’) entdo devolva v
sendo nada

até que car(v) # *,”;
devolva v
fim
senao
Py nn-lf\ — “cn”
cargy = =

entiio inicio
v « expressdo(cdr(t));
se car(v) # ‘“‘entdo”
entdo devolva (“‘erro”
sendo inicio
PRI daed

vV & coma U\Lur\vu,
se Car(v) 96 “sendo” entdo devolva (“‘erro”’)
sendo devolva

comando (cdr(v))
fim
fim

se car(t) = ‘‘enquanto’

Figura 17 (continua)
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entao inicio
v « expressdo(cdr(t));
se car(v) # “faca” entdo devolva (‘‘erro”)

do

ovalva romandolrdr(v))
- VA Y &8 v % 2 1 \ ’}

@
=

sen
nmm

coanan
Niiiauv

se car(t) = ‘‘repita”
entao inicio

v « comando(cdr(v))

até que car(v) # “;”;

se car(v) # “até” v car(cdr(v)) # ‘“‘que”
entdo devolva (‘“‘erro”
sendo devolva expressdao(cdr(cdr( v))

e

im
senio
se car(t) = ‘‘inicio”
entdo inicio
Vet
repita
v « comando(cdr(v))
até que car(v) # *;”;
se car(v) # “fim” entdo devolva (‘‘erro”

-~
coana
a

SCNnaod GEvoiva )
m
a 113 ”
sende devolva (“‘erro”)

Figura 17 (conclusdo)

procedimento que verifica se um in
primo. O seu procedimento ¢ um algoritmo?
pr

’ﬂ
3
5
o=
o,
"
o
3
?

nao
2. Descreva em LP um procedimento que calcula o nimero de divi-
sores distintos de um inteiro positivo
3. Descreva um procedimento cuja execugdo termina se, € somen

se, o Ultimo Teorema de Fermat é falso. Se a execugio terminar,
o procedimento deve devolver como resultados valores inteiros
positivos x, y € z e valor inteiro k > 2 tais que x* + y* = zX.
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A construgio indicada através do diagrama de blocos da Figura 18
nio tem um equivalente direto em LP. Indique como tal cons-
trucio poderia ser representada em LP, sem introduzir um co-
mando repetitivo novo.

-
S
|
I
!
NAO
I ' 28 V1
| ol
Y
4
S2
I
I
\
Figura 18
Indique as fungdes calculadas pelos seguintes programas
(a) procedimento f(n):
inicio
k,s <0,1;
enquanto k < n faga s,k « 2.5,k + 1
devolva s
(b) procedimento c(m, n):
inicio

s,ke—s<k,k+1
até que k£ > n;
devolva s
fim
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(c) procedimento sr(s, ?):
inicio
n « s[1] - 12] + s[2] - f[1];
d « s[2] - 1[2];
k « Euclid "S( aj,
devolva (n +~ k,d + k)
fim

(4

Neste ultimo programa, s

etsao
uclides ¢ o nome do procedimen
Mostre que dado um inteiro K, ¢ sempre possivel escolher valores
m e n tais que o numero de divisGes executadas pelo Algoritmo de
Euclides é maior que K.

Esc €va um programa para calcul o n-ésimo numero de Fibo-
nacci, sem usar comandos 1terat1vos e executando apenas 3en+ 1

operagdes primitivas para calcular F,.

Determine a fungio f(m, n) que indica o numero de vezes que o
procedimento fib da Figura 11 é chamado com argumento m du-

:.,...4.. ~ AV~ lA AL 2L\ . . o~ N

Ialilc U Caicuivu uc le( i), n =Zrmm =Z V.

R TP U, U TSN ML DU S N S
ACHC HICTPICldGOCS A0S SHIIDOLOS [, g, 71, K C T pdld qUC O p[Ug[dIIld
PH da Segao 4 calcule as fungoes

(@) 2.m

(W K

\D) Iy,

(c)m=+2

Escreva um programa nao recursivo que calcula a mesma fungao
que o procedimento f do Exemplo 3 da Segdo 5.

Mostre que o procedimento apresentado a seguir devolve o maximo
divisor comum e o minimo multiplo comum de inteiros positivos

m ¢ n:

procedimento mdcmmc(m, n):
inicio

X, Yy VoW &= m,n,n,m;
ananantn v £ vy fanra
cu\lualuu A F= 'y la\,a

se X >pyentio x,w « X — ), v+ w
senio y,\v <y — x, v + w; |
devolva x, (v + w) <~ 2
fim
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Mostre, também, que a execugdo do procedimento termina para
quaisquer valores inteiros positivos m € n.

I—
~

Complete o nrozrama da Flgura 17, mclumd erifica
- M a

—
W

Uno r‘ an

~

sdes formadas por nomes de variaveis, simbolos de operagoes
+, —, « e +, e parénteses. Escreva um procedimento que reco-
nhece expressdes analogo ao do Exemplo 7 da Segdo 5.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

mento € algorltmo pode ser encontrada em Knuth [60]. Dav1s [18] e
Rogers [101] s3o dois textos mais avangados, e classicos, sobre a teoria
da computabilidade.

Existem inumeras publicagdes sobre linguagens de programagao
e sua utilizacio. Recomendamos, em particular, o texto de Wirth

[130]. A notagdo FNB foi usada pela primeira vez em Naur [87] para
descrever a linguagem Algol 60.

A literatura sobre a demonstragdo de propriedades de programas
é bastante vasta, mas nio muito consolidada. O texto de Wirth men-

kuuun.v' LI 111

V. P inaniAag f‘ I"QQ

cionado acima introduz estas nogoes. Outras puuuuayuca recomendgadas
sio Elspas et al. [27], Manna [77] e Manna et al. [78]. O problema da
relagdo entre a iteragdo € a recursdo ¢ discutido de uma maneira mais
profunda em Paterson e Hewitt [93] e Walker e Strong [125].



