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Alexandre Grishkov

1 Introducao.

No periodo entre 01/03/2003 e 28/02/2005 pretendo continuar trabalhando
nas seguintes direcoes principais:

1. Algebras de Lie, grupos algébricos e quanticos e suas representagoes.

2. Loops analiticos e algébricos de Moufang e alternativos.

3. Grupos e lgebras com trialidade e suas representaes.

Na primeira dire¢do, espero obter resultados significativos

a) sobre a Conjectura de B.Kostant [16] em colaboracdo com professor
Futorny V. (IME-USP).

Conjectura 1 Sejam L uma dlgebra de Lie semisimples de dimensdo finita
sobre o corpo C dos numeros complexos, V.W L-mddulos irredutiveis e
dimcW < oo.

Entao o modulo V@ W tem comprimento finito. Isso significa que existe
uma cadeia finita de submodulos

VeoW=U,>U DUy;D..DU, =0,
tal que U; /U1 € um mddulo irredutivel, 1 = 1,...,n — 1.

Conjectura 1 esta em aberto mesmo no caso mais simples, quando L =~
slo(C), apesar de existéncia de classificagdo dos médulos irredutiveis sobre
sl3(C), obtida por R.Block [1].

b) sobre a estrutura e representagoes das p-dlgebras de Lie simples em co-

laboragao com os professores A.Premet (Universidade de Manchester, Inglaterra),

A.Zubkov (Universidade Federal de Omsk, Rissia) e M.Guerreiro (Universi-
dade Federal de Vigosa, MG). Em particular, em colaboracdo com a profes-
sora M.Guerreiro vamos trabalhar sobre a seguinte conjectura.
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Conjectura 2 Seja S = Ms(k) a dlgebra de matrizes 2 X 2 sobre um corpo
k de caracteristica 2 e V o S-maédulo irredutivel de dimensdo 2. Seja L uma
dalgebra simples de dimensdo finita sobre k contém a subdlgebra S e L, como
S-mddulo, tem decomposicio L =S @®U @ A, onde AS =0, U € uma soma
direta de submodulos Uy,...n eU; 2 V,i=1,...,n

Entao L ¢é a dlgebra de Lie cldssica de tipo Boy, Dy, E7 ou Esg.

Na segunda direcdo vou tentar resolver (pelo menos parcialmente) os
problemas 2,3 e 4. Em particular,

a) em colaboracao com o professor I.Chestakov (IME-USP) vamos con-
tinuar trabalho sobre as conjecturas 8 e 7.

b) espero obter resultados afirmativos sobre as conjecturas 6,9 e 10.

c) continuar trabalhos sobre as conjecturas 3 e 5.

Alem disso, em colaboragdo com professores H.Guzzo e J.Gutiérrez (IME-
USP) vamos continuar estudos das dlgebras de Bernstein iniciados em [11] e
[10]. Em particular, provar a seguinte conjectura.

Conjectura 3 Seja A uma dlgebra de Bernstein de dimensdo finita. Entdo
o radical R(A) € um ideal fortemente nilpotente mazimall.

2 Loops analiticos locais.

Em 1955, Malcev publicou o primero artigo [17] sobre loops analiticos al-

ternativos e loops de Moufang. Lembramos que um loop G é alternativo
(A-loop) ou diassociativo se um subloop gerado por dois elementos de G é
um subgrupo. Um loop G é de Moufang (M-loop) se G satisfaz a seguinte
identidade: (zy)z -z = z - y(zz). Ele mostrou que um espago tangente de
um A-loop analiitico G (AA-loop) possui a estrutura de uma &lgebra na
qual cada dois elementos geram uma subdlgebra de Lie (BL-édlgebra). Note-
mos que cada loop de Moufang é alternativo [18]. Malcev mostrou que se um
AA-loop é de Moufang entao a BL-algebra correspondente satisfaz a seguinte
identidade:

(zy)z -z + (y2)r -z + (22)x -y = 2 - yz. (%)

Agora élgebras anticomutativas com identidade (%) se chamam algebras de
Malcev (M-dlgebras). Notemos que as teorias das dlgebras de Malcev e BL-
algebras sao equivalentes as teorias dos loops analiticos locais de Moufang
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e alternativos correspondente. A teoria de M-dlgebras desenvolveu-se nos
ultimos 30 anos e, no presente momento,quase todos os teoremas importantes
para algebras de Lie ja foram provados para Malgebras.

Em caso de BL-dlgebras, a situagdo é mais dificil. Em [3] nés provamos
o seguinte teorema:

Teorema 1 [3] Seja B uma BL-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
k de caracteristica 0 e G é o radical solivel de A. Entao B contém uma
subdlgera P e um ideal central R(B) tais que B=P+G , P = K& L, onde
L ¢ uma subdlgebra de Lie semisimples, IN(/R(B) =—K®.9K, K,.. K,
sdo as dlgebras de Malcev simples de dimensio 7 e K é ndo decomponivel.
Além disso, se V. é um B-mddulo de dimensdo finita, entio R(B)V = 0.

O ideal R(B) na BL-dlgebra B se chama um B-radical e dizemos que B é
B-semisimples se R(B) = 0.

Teorema 2 [/] As BL-dlgebras B-semisimples perfeitas de dimensdo finita
sobre um corpo k de caracteristica 0 sdo as dlgebras de Malcev.

Pois bem, na teoria de BL-algebras aparece um fato novo. Cada BL-
algebra perfeita tem um B-radical que actua como zero em cada mddulo.
Mas se, em uma BL-algebra B, um B-radical nao é zero entao os teoremas
sobre ””splitting” radical soluvel e a conjugacao dos fatores de Levi ndo sao
verdadeiros. Mais precisamente:

1.Existe uma BL-algebra na qual o radical solivel nao é ””splitting”, por
exemplo: B = K@,V onde K/V é uma soma direta das M-dlgebras simples
de dimensao 7, V' é um ideal central e poducto em B é como segue:

7

(a+v)(b+w)=ab+ ¢(a,b);a,b € K; ¢(a,b) =—¢(b,a) €V,

onde ¢ é uma aplicacdo bilinear nao nula. Notemos que R(B) = V.

Este exemplo nao é tao particular, como podemos ver no seguinte teorema
[4]:

Teorema 3 Uma BL-dlgebra B de dimensdo finita sobre um corpo k de
caracteristica 0 ndo contém subdlgera P semisimples tal que B = P & G,
onde G € o radical soluvel de B, se, e somente se, B contém uma subdlgebra
do tipo K &4V, com aplicacao ¢ nao nula.



Por isso é muito importante resolver o seguinte problema:
Problema 1 Quando duas BL-algebras K ®4V e K ©y W sao isomorfas?

2. Existe uma BL-dlgebra B tal que B = P®(G, onde P é uma subalgebra
semisimples (fator de Levi), G é o radical solivel de B (por isso o radical
soliivel é "splitting” ). Mas, em B, existe outra subalgebra semisimples P; que
é isomorfa & algebra P, mas nao existe um automorfismo ¢ da algebra B tal
que P? = P; (veja exemplo na pagina 332 [4]). Notemos que neste exemplo a
causa pela qual nao existe um automorfismo ¢ é bastante evidente: B como
P-médulo nao é isomorfa a B como P;-mddulo. Por isso tem razao de ser a
seguinte

Conjectura 4 Dois factores de Levi P, e P, numa BL-dlgebra B sdo conju-
gados se, e somente se, B como Py-mddulo € isomorfa a st mesma como Ps-
mddulo. Em outras palavras: quando existem um isomorfismo ¢ : P, — Py e
uma aplicacdo linear 7 : B — B tais que

7(pq) = ¢(p)7(q),p € P1,q € B; kert = 0.

3 Loops analiticos globais.
Na teoria dos loops analiticos globais o problema principal é o seguinte.

Problema 2 Seja G um loop analitico local. Eziste ou ndo um loop analitico
global G tal que os loops G e G sao isomorfos localmente?

No caso dos grupos de Lie este problema foi resolvido por Cartan ainda no
inicio do seculo. Para os loops de Moufang, F.Kerdman provou a
existéncia dos loops analiticos globais para todos loops de Moufang locais
[15]. Mas para os loops alternativos a situa¢ao é mais dificil. Seja B uma
BL-algebra de dimensao finita sobre o corpo R dos niimeros reais. Denota-
mos por B(a,b) uma subdlgebra de B gerada por a,b € B e por G(a,b) o
grupo de Lie simplesmente conexo correspondente a dlgebra B(a, b). Defini-
mos uma relacao bindria ~ em B da seguinte forma: para a,b € B, a ~ b, se
exp(a) = exp(b). Nao é dificil provar que ~ é de equivaléncia, se existe um
loop alternativo analitico global correspontente a B. Por isso temos



Conjectura 5 Para uma BL-dlgebra B de dimensdo finita sobre R, existe
um loop alternativo analitico global correspondente se, e somente se, ~ € uma
relacdo de equivaléncia em B.

O primeiro passo foi feito em [7]:

Teorema 4 Seja B uma BL-dlgebra de dimensao finita sobre R tal que ~
¢ a relagdo de igualdade. Entdo existe um loop alternativo analitico global
correspondente.

Notemos que em [7] foi construido um exemplo de BL-algebra tal que ~
nao de equivaléncia.

4 Aplicacao exponencial algébrica e loops algébricos.

A aplicagao exponencial classica de uma algebra de Lie no grupo de Lie cor-
respondente é uma ferramenta muito importante para a teoria dos loops
analiticos alternativos. Por analogia com um grupo algébrico, podemos
definir um loop algébrico como uma variedade algébrica com estrutura de
loop tal que a multiplicagdo é uma funcao racional. Como no caso dos loops
analiticos alternativos, o espago tangente L(G) a um loop algébrico alter-
nativo G possui estrutura de uma BL-algebra. Os problemas principais da
teoria dos loops algébricos alternativos sao seguintes.

Problema 3 Seja B uma BL-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo k

de caracteristica 0. FExiste ou ndo um loop algébrico alternativo local G tal
que L(G) = B.

Problema 4 Seja G um loop algébrico alternativo local. Existe ou nao um
loop algébrico alternativo global G, tal que G' e G sao loops algébricos local-
mente 1somorfos.

No caso geral, ambos os problemas tem respostas negativas.

Exemplo 1 (Grishkov ([6])) Seja B = B(n,m), com n,m € Z, uma BL-
dlgebra sobre k, com uma base {t,a,b,c} e multiplicacdo:

at = na,bt = nb,ct = mc,ab = c,ac =bc = 0,n,m € k.



Se m,n # 0,n # m, entdo o sequinte loop algébrico alternativo local
corresponde a dlgebra B.

G(n,m) = {(z1, 22,23, 24) |71 # —1,2; € ki =1,...,4}.

(xl, ...,.T4) ) (yla "':?/4) - (Oj,ﬁ,’}/, T):

onde
a =T+ Y1+ T1Y1,

ays N al(1 4+ x1)" = 1](xey1 — z1y2) (1 + y1)"

B = ;
(7 o1y [(T+2)"(1 +y)" — 1
Cays | of(1+31)" = 1)(z3y1 — 21y3) (1 +11)"
7 - + I
Y1 oy [(1+2)"(T+ ) — 1
1+ 20)" — 1)(22ys — 233) (1 + 11)"
L QU i al(1+ ;) [(x2ys — z3y2) (1 + y1) 4

vy w4+ 2) (1 +y)" = 1](n —m)

of(1+z)™ = 11 + y1)"[(n — m)(Tay1 — T1Ya) + T2ys — T390
z1y1(n —m)[(1 + z1)™(1 +y)™ — 1]

Notemos que estes exemplos foram obtidos com ajuda de um andlogo algébrico
da aplicacao exponential analitica.

Definicao 1 Sejam k um corpo de caracteristica 0, G um k-grupo algébrico
solivel, L = L(G) uma BL-dlgebra correspondente. Uma func¢do racional
E : L — G se chama aplicacao exponencial algébrica or EA-aplicagao
se

1. E(kz) é um subgrupo 1-paramétrico aditivo de G, para cada x € N(L),
onde N (L) € o nilradical de G.

2. E(k*t) é um subgrupo 1-paramétrico multiplicativo de G, se x € L €
semisimples.

E pouco provavel que uma EA-aplicagao exista para todos os grupos algébricos
soluveis (é claro que nao existe para os grupos nao soluveis) mas:

Conjectura 6 Para um grupo algébrico solivel G, uma FA-aplicagcdo existe
se, e somente se, codimgN(G) < 1.

Vamos lembrar alguns teoremas importantes da teoria dos grupos algébricos.



Teorema 5 [2/ Seja L uma dlgebra de Lie solivel de dimenséao finita sobre
um corpo k algebricamente fechado de caracteristica 0.

Entdo L € algébrica (isso significa que existe um grupo algébrico G tal
que Lie(G) = L) se, e somente se:

1. L=T&®N, ondeT é um toro de L e N € o nilradical.

2. N =3 cr ®N,, onde N, = {z € N|zt = a(t)z,Vt € T} e

dimqg{a|N, # 0} = dimg{a|N, # 0}.

Teorema 6 [19] Seja G um grupo algébrico local, entdo existe um grupo
algébrico global G tal que G € isomorfo ao G como grupos locais.

O teorema seguinte mostra que os teoremas 7?7 e 77 nao sao validos para os
loops algébricos alternativos.

Teorema 7 (Grishkov,([6])) Seja B = B(n,m),n,m € Z, a BL-dlgebra do
Ezamplo ??. Entdo B ¢ algébrica se, e somente se, m # 0 e n/m € Q ou
n=m=0.

Teorema 8 [6/Seja B = B(n,m) a BL-dlgebra como acima. Entdo existe
um loop algébrico alternativo global G1 = G1(n,m) que corresponde a4 B se,
e somente se, n/m € Z.

Sen=ms,2<s,n,méeN entdo

G ={(z1, -, ma)lz1 #£ 0,2 € ki = 1,..., 4},

(xla ...,.’174) . (yl, "'ay4) = (3312/1,1522/? + Y2, 3332/? + Y3, O!),
onde

@ = 247" + ys + Y7 (T2y3 — T3Y2) Zzﬂ?ﬁn?ﬁn /n(s —1).
7=01:=0

Os teoremas 7 e 8 confirmam a Conjectura seguinte:

Conjectura 7 Seja B uma BL-dlgebra solivel de dimensdo finita sobre um
corpo k algébricamente fechado de caracteristica 0. FEntao B € algébrica
(local) se, e somente se,

(i)B=T& N, onde T é um toro e N é o nilradical de B.

(1t)N = Y pers BNa, dimq{a| Ny # 0} = dimy{a| Ny # 0}.

(1ii)NZ C Ny.

E mais, B é algébrica global se, e somente se, temos (i)-(iii) e

(ZU) NyN, C ZpEZ\{O} @Npa,Va e T
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Notemos que para os loops de Moufang esta Conjectura foi provada em
[9].

5 Um analogo da aplicacao exponential em
caracteristica positiva e suas aplicacoes para
a teoria dos grupos e loops.

Chevalley mostrou que a correspondéncia entre algebras de Lie e grupos

algebriicos nao é vélida em caracteristica positiva. Por isso é importante

encontrar um analogo dessa correspondéncia em caracteristica p > 0.
Denotamos por LN ,,(F) o conjunto das p-subélgebras de Lie da dlgebra

N, (F) ={a € M,(F)|a; = 0,1 > j},

onde F' é um corpo de caracteristicap > 2 e M, (F') é a dlgebra de matrizes nx
n sobre F. Analogamente, por GN,,(F') denotamos o conjunto dos subgrupos
fechados do grupo

Un(F) = {a € Mn(F)\a“ = 1,aij =0,7 > j}

E obvio que a 4lgebra de Lie L(G) que corresponde ao grupo G € GN,(F)
pertence a LN, (F'). Se o corpo F tem caracteristica 0, existe a aplica¢ao
exponential exp : L(G) — G para G € GN,(F'). Neste caso, cada algebra
de Lie L € LN ,,(F) pode ser considerada como um grupo de GN,(F') com
multiplicacdo dada pela série de Campbell-Hausdorf. Mas esta série nao
tem sentido sobre um corpo de caracteristica positiva. E pouco provavel
que existe uma boa correspondencia entre GN,(F) e LN ,(F) porque temos
exemplos de grupos nao isomorfos G, Gy € GN,,(F) tais que L(G;) ~ L(Gs).
Podemos reformular o problema.

Problema 5 Encontrar uma fun¢do canénica (em algum sentido)
F : LN, (F) — GN,(F)

tal que L(F(L)) ~ L.



Este problema ainda esta em aberto. Vamos dizer que existe uma solugao
cléssica deste problema se existe uma aplicacao £ : L(G) — G, L = L(G) €
LN, (F), G € GN,(F) tal que L é um grupo, com multiplicagdo a - b =
E(E(a)E(D)) e este grupo é isomorfo ao grupo G.
Seja F' um corpo de caracteristica 3 e
IN(F)={L € LN ,(F)|Va,b,c € L :{a,b,c} = abc + cba € L}.

Notemos que, nesta defini¢do, produtos abc e cba sao produtos habituais de
matrizes.

Teorema 9 [8/ Com as notagoes acima, existe uma série

o0

E(x) =14 air’,

i=1
tal que para cada L € JN,(F) podemos considerar L como um grupo algébrico
com multiplicagdo a-b = E71(E(a)E(b)) € L e a dlgebra de Lie correspondente
wsomorfa a L.

Uma série, tal como a definida no Teorema 9, serchamada uma aplicacao
3-exponencial.

Teorema 10 [8] Seja Zs o anel dos nimeros inteiros 3-ddicos. Se E(z) =
1+ 32, Aix® € Zs[[z]] € uma série tal que

E'(z) = Mz)E(z),

onde E'(z) ¢ a derivada de E(z) e A(x) = 14+ 12, \iz™, entdo E(r) =
14+ 32, Azt é uma aplicacdo S-exponencial. Aqui A € Zz é um elemento
do corpo Z3/3Zs3 que corresponde a A.

Conjectura 8 A afirmacao reciproca de Teorema 10 € verdadeira.

Exemplo 2 Seja

E(z) = exp(fj ¥ /3% € Zs[[z]]

1=0

o exponente de Artin-Hasse, para p = 3. Entdo
E'(z) = (32" ") E(z), B(0) = 1.
i=0
Logo E(z) é uma aplicacdo 3-exponencial.
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Exemplo 3 /8] Seja
E(z) =z +V1+2?,

entao

E'(z) = (V1+22)"'E(z), E(0) = 1.
E E(z) é uma aplicagio 3-exponencial.

Notemos que a prova de Teorema 10 é baseada no fato que a aplicacao 3-
exponencial E(z) do ultimo exemplo é algébrica:

E(z)? - 2vE(r) —1=0

e a aplicagao inversa (3-logaritmica) é racional

-1

E (z)=(x—z1)/2

Podemos considerar dlgebras de Lie de JN ,(F) como élgebras com duas
operagbes: uma bindria [,] e outra terndria {,,}. Nao é dificil provar as
seguintes identidades:

v* = [[z,y], 2] + [ly, ], 2] + [z, 2], 4] = 0, 1

(1)
{z,y,2} = {7y, 2}, (2)

{x,y,z}—{y,x,z}: [[may]az]a (3)
{z,y, 2} 8] = {[z, 1], y, 2} + {z, [y, t], 2} + {z, y, [+, 1]}, (4)
{z,y, 2z} t,u} = {{z, t,u}l,y, 2} — {z,{y, t,u},u} + {z,y, {2, t,u}}. (5)

Vamos chamar uma dlgebra com duas operagoes [,] e {,, } uma algebra de
Lie-Jordan (LJ-dlgebra) se ela satisfaz as identidades (1-5).

Teorema 11 [8] Seja L uma LJ-dlgebra de JN,(F) e & uma aplicagdo 3-
exponencial. Entao existe uma série H(a,b) em termos das operagoes [,] and

{,,} tal que
axb=EE(a)E (b)) = H(a,b).
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Notemos que uma LJ-dlgebra L € JN,(F), com multiplicacdo a x b =
H(a,b), é um grupo algébrico. A série

H(a,b) =a+b—[a,b] +{a,b,a} + {b,a,b} + ...

¢é a analoga da série classica de Campbell-Hausdorf em caracteristica 3.
Seja L uma LJ-algebra nilpotente sobre F. Podemos considerar L como
um loop (L, *), com operacao a xb = H(a,b). Temos

Teorema 12 [5] (L,x) € um grupo.

Agora podemos aplicar a série H(a, b) para a construgao de loops de Mo-
ufang e alternativos. Vamos dizer que uma algebra B com duas operagoes |, |
e {,,} é uma LJ-dlgebra bindria (BL.J-4lgebra) se cada par de elementos de
B geram uma LJ-subslgebra de B. E obvio que cada BLJ-4lgebra nilpotente
é um loop alternativo, em relacdo a multiplicacdo a x b = H(a, b).

Definigao 2 Seja B uma dlgebra com duas operacées [,] e {,,} sobre um
corpo de caracteristica 3. Entdo B é uma MJ-algebra (Malcev-Jordan
algebra) se B satisfaz as identidades (1),(2),(4),(5) e a identidade

{.fL', Y, .T} - {y: z, m} = [[.T, y]: .T]
A conjectura principal sobre MJ-dlgebras é a seguinte:.

Conjectura 9 Seja B uma MJ-dlgebra nilpotente sobre um corpo de carac-
teristica 3. Entao (B,*) é um loop de Moufang onde a b = H(a,b).

Esta Conjectura é um corolario simples da seguinte.

Conjectura 10 Seja B uma MJ-dlgebra sobre um corpo de caracteristica
3. Entdo eriste uma dlgebra alternativa A e um homomorfismo © de MJ-
dlgebras ™ : B — A®) tal que ker(m) = 0. Aqui A®) é uma MJ-dlgebra com
operagoes [a,b] = ab — ba e {a,b,c} = (ab)c + (cb)a.

Esta Conjectura nao é trivial mesmo no caso quando [a,b] = 0,Va,b € B
e a algebra A é comutativa.

O problema principal é como generalizar os resultados e as conjecturas
obtidas acima em caso de caracteristica 3, para caracteristica p > 3.
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Fixamos um corpo F' de caracteristica p > 3. Para definir as algebras
JINL(F) C LN, (F), precisamos encontrar um andlogo do polinémio abc +
cba. Seja A uma algebra associativa livre com dois geradores a, b sobre Z. E
um fato conhecido que (a + b)? — a? — b? € Lie(a,b) C A. Isto significa que
existe um polinémio de Lie, p(a,b) € Lie(a,b), tal que (a + b)? — a? — b —
p(a,b) = pf(a,b), f(a,b) € A. Notemos que f(a,b) é definido unicamente
modulo Lie(a, b).

Agora podemos definir

IN(F)={L € LT,(F)NVa,be L: f(a,b) € L}.

Conjectura 11 Com as notacdes acima, existe uma série sobre F':
E(x) =14 aiz’

tal que, para cada L € JN,(F), podemos considerar L como um grupo
algébrico com multiplica¢io a-b=E1(E(a)E(b)) € L e L € a dlgebra de Lie
correspondente a este grupo.

Como acima, se existir uma séries £ (z), tal como a definida na Conjectura
11 , ela serd chamada uma aplicagao p-exponencial.

Conjectura 12 Seja Z, o anel dos nimeros p-ddicos inteiros e E(x) =
1+ 32, Aix® € Z,[[x]] uma série tal que

onde E'(x) é a derivada de E(x) e A(z) =1+ X2, \iz®~ Vi, Entdo a série
E(z) =1+ X2, Azt é uma aplicagdo p-exponencial.

E facil notar que a exponente de Artin-Hasse

£(z) = exp(3. 27 /p') € Z][7]

=0

satisfaz os condigoes de Conjectura 12.
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6 lgebras comutativas, nil com potencias as-
sociativas.

Lembramos que uma lgebra A sobre C uma lgebra nil com potencias associa-
tivas se para qualquer elemento = € A existe n € N tal que 2" = 2" 'z =0
e r°2? = (z°z)r. Uma das mais intrigantes e dificeis problemas na teoria das
lgebras de dimeno finita sobre C o sequinte Conjectura de Albert:

Conjectura 13 Seja A uma lgebra comutativa, nil com potencias associati-
vas de dimeno finita sobre C.

Ento A2 # A e lgebra A solvel.

Acho que este Conjectura muito dificil e profunda. Por isso vale a pena
tentar provar este Conjectura em alguns casos particulares.

Vamos denotar por A a variedade das lgebras comutativas, nil de grau
quatro. Claro que A-lgebras so Igebras com potenciais associativas. Mesmo
para A-lgebras o Conjectura de Albert esta em aberto e dificil.

bom tentar aplicar metodos classicos desenvolvidos para analise das lge-
bras de Lie, de Jordan, de Malcev e etc. para estudo de estrutura das A-
lgebras. O principal obstaculo para isso o analogo de teorema de Engel na
teoria das lgebras de Lie, que pode ser formulado no caso das A-lgebras na
forma seguinte:

Conjectura 14 Seja A uma A-lgebra de dimeno finita sobre C. Ento A
nilpotente se e somente se para cada par elementos z,y € A tal que x*
y? = 2y = 0 operador ¢ € EndcA,d(a) = (ax)y nilpotente.

Este Conjectura mostra a importancia de conhecimento dos mdulos sobre
A-lgebra Ay = {a, b|a* = b*> = ab = 0}.
Estrutura dos Ay-mdulos no trivial pois temos [12]:

Teorema 13 Seja Ass(As) a lgebra associativa com geradores {a, b} e relaes
{a® = b® = a®b + aba + ba® = b?a + bab + ab?® = 0}.

Ento as categoriais dos Asy-mdulos e Ass(Az)-mdulos so isomorfas. E
mais, a lgebra Ass(As) tem base

a*(ba)", a(ba)™, a®(ba)"b, (ab)™, (ba)", a*(ba)™b?,
(ab)®, (ba)™b, (ba)"b°.

em particular tem dimeno infinita.
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No dificil classificar os Ass(Ag)-mdulos irredutiveis de dimeno finita [12].

Proposicao 1 Seja V um Ass(As)-mdulo irredutivel de dimeno finita. Ento
V =V tem dimeno um e VAss(As) =0 ou dimcV =3 eV =V, tem uma
base {v1,vq,v3} tal que

v1b = vg, vob = v3, v3b = via = 0, vea = avy, V30 = —Qvs.
As perguntas sequintes so mais dificeis.

Problema 6 1. Classificar os Ass(Ag)-mdulos irredutiveis de dimeno in-
finita.
2. Classificar os Ass(As)-mdulos indecomponiveis de dimeno finita.

Se resolver a parte dois do ultimo Problema podemos atacar a Conjectura
13 para A-lgebras usando teoria dos mdulos e seos productos tensoriais, como
em caso das lgebras de Lie-Binrias [3].

7 Loops de cdico

Na teoria dos cdicos binrios tem muita importancia os cdicos pares. Por
definio um subespao V' C F7 se chama um cdico binrio par se |v| = 0(mod4)
e v-w = 2(mod2) para todos v,w € V. Aqui F5 = {0,1} o corpo de dois
elementos, F} um espao de dimeno n sobre Fy, |v| = m, se v = (vy,...0,),
v; € Fo e m = |{i|v; = 1}|,v - w = |{ilv; = w; = 1}].

Seja V um cdico binrio par. Denotamos por L(V) o conjunto V U —V.
Ento L(V') possui a estrutura de loop de Moufang tal que

v? = (=1)40, v, w] = v w ow = (=1)*%/?0,

(v,w,u) = ((vw)u)((v(wu)) ™) = (=1)""™).

Este loop de Moufang se chama loop de cdico de posto m, se dimg,V = m
[14]. claro que o Problema principal sobre os loops de cdico o Problema de
classificao. Este Problema muito dificil e no ha esperana de que ele pode ser
resolvido para posto arbitrrio. Por isso pretendo classificar os loops de cdico
para postos ate 6 e procurar os invariantes e construes gerais.

Seja V C F3, W C F7' dois cdicos binrios pares. Um isomorfismo ¢ :
V — W se chama blow up se existe um homomorfismo 7 : F§ — F7* tal
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que 7(e;) - 7(ej) =0,se i # jee = (o,...,1,...,0) tem 1 no lugar ¢, e mais:
7(v) = ¢(v) para v € V. Entre todos os cdicos binrios pares vamos introduzir
a equivalencia mnima tal que V e W so equivalentes se existe entre eles um
blow up. Claro que dois cdicos equivalentes so de mesmo posto.

Conjectura 15 Dois cdicos binrios pares so equivalentes se e somente se
eles tem mesmo posto.

Esta Conjectura foi provada para os postos 3 e 4 [13]. Seja SL(2,n) o grupo
dos matrizes n x n sobre Fy. No trabalho [13] foi definido um SL(2,n)-mdulo
U e para qualquer subespao 1" C U de codimeno 1 foi consruido um loop de
cdico T; tal que os loops T e S7 so isomorfos se e somente se os subespaos
correspondentes 7" e S so SL(2,n)-conjugados. Seja L um loop de cdico e V
um cdico binrio par tal que L(V) = L. Vamos deser neste caso que V' uma
representao de L.

Problema 7 Para um loop de cdico dado descrever o conjunto dos repre-
sentaes de L.
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