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Somas de quadrados

Consideremos o corpo C dos complexos: Dados z1 = a; + ibx,
2y = ap + iby € C, temos |z1z2|*> = |z1|*|z2|%. Usando
2120 = a1a» — bib> + I'(a1b2 =4 32b1), obtemos:

(af + bf)(ag + bg) = (a1a2 — blbz)2 + (a1b2 + 22b1)2.
No caso de inteiros, obtemos:

(soma de dois quadrados) X (soma de dois quadrados)

= (soma de dois quadrados) (Diofanto, séc. Ill)

Notemos que ndo vale para soma de trés quadrados:

(1> + 1% +1%)(0* + 1* + 2°) = 3 x 5 = 15 # soma de trés quadrados.
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Ndmeros tri-dimensionais?

Existem “ndmeros tri-dimensionais?’ Em outras palavras, existe uma
multiplicacio em R3?

Durante treze anos, HAMILTON tentou
definir uma tal multiplicagdo.

Até que, em 1843, caminhando com a
esposa ao longo do canal em Dublin para
um encontro da Academia Real, teve
uma epifania e visualizou as equac¢des:

P ==K =k =—1.

(Num famoso ato de vandalismo,

WILLIAM ROWAN HAMILTON gravou-as numa pedra da ponte de
(1805-1865). Brougham)

3/29



Brougham Bridge em Dublin

Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of renius discoverecd
the fundamencal foomula for
quaternion multiplication

|J= j_z, .'I:__'_ ijhl‘—
& cutit on a stone of this bridge
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Quatérnions

Hamilton passou a 4 dimensdes e sacrificou a comutatividade:
H={gq=a+bi+c¢+dk|a, b, c, d R}
com uma multiplicacdo satisfazendo
P=P=K==1 jj=—ji=k, jk=—kji=1i, ki=—ik=j

H é uma &lgebra (sobre R, de dimensdo 4), associativa, normada e com
divisdo.
Conjugado : g=a—bi—c¢ —ck
Parte real : Rg=a
Parte imaginaria : Sqg = bi + ¢j + dk

Agora a norma Euclideana em R* fica:

lqf* = a* + b° + &+ d° = q3
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H é uma algebra normada

Notemos inicialmente a identidade

de facil verificag3o.
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H é uma algebra normada

Notemos inicialmente a identidade

de facil verificagdo. Agora, calculemos:
laq'|* = qq’qq’

=4qq'3'g

=qlq'|’g

= qalq|’

= |a’|q

/‘27

e a norma é multiplicativa.
Em particular,

(soma de quatro quadrados) x (soma de quatro quadrados)

= (soma de quatro quadrados)
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Entdo, dado g # 0, temos
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-1 q

g =5
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As dlgebras associativas com divisdo
sobre R sdo: R, C, H (resp. de
dimensdo 1, 2, 4).
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que n3o é comutativa nem associativa.

8/29



Os octonions e o Teorema de Hurwitz

Os octdnions formam uma dlgebra real normada com divisdo de dimens3o 8
que n3o é comutativa nem associativa. John T. GRAVES (colega de Hamilton
do tempo de estudante) os descobriu em 1843, mas o primeiro a publicar sobre
sua existéncia foi Arthur CAYLEY, em 1845.

8/29



Os octonions e o Teorema de Hurwitz

Os octdnions formam uma dlgebra real normada com divisdo de dimens3o 8
que n3o é comutativa nem associativa. John T. GRAVES (colega de Hamilton
do tempo de estudante) os descobriu em 1843, mas o primeiro a publicar sobre
sua existéncia foi Arthur CAYLEY, em 1845. O correspondente “teorema dos
oito quadrados” j4 fora descoberto por C. F. DEGEN em 1818.

8/29



Os octonions e o Teorema de Hurwitz

Os octdnions formam uma dlgebra real normada com divisdo de dimens3o 8
que n3o é comutativa nem associativa. John T. GRAVES (colega de Hamilton
do tempo de estudante) os descobriu em 1843, mas o primeiro a publicar sobre
sua existéncia foi Arthur CAYLEY, em 1845. O correspondente “teorema dos
oito quadrados” j4 fora descoberto por C. F. DEGEN em 1818.

Teorema (HURwITZ 1898)

As dlgebras normadas com divisdo
sobre R s3o: R, C, H, O (resp. de
dimenso 1, 2, 4, 8).

ApoLr HURwWITZ (1859-1919).
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A representacao complexa bi-dimensional dos quatérnions

Escrevamos
g=a+bi+ ¢+ dk
=a+ bi+ j(c—di)
=a+jB
onde
a=a+bi, =c—dieC.
Entdo

q1q2 = (a1 +jB1) (o2 + jB2)
= a1z + jB1jB2 + jBioz + aijf2
= (o102 — B132) + j(Braa + a1 2)
Aqui usamos que 3j = jB, etc. Estamos portanto considerando H como espaco

vetorial a direita sobre C. Neste sentido, a multiplicagdo a esquerda de
H = C? por um quatérnion torna-se C-linear:

H — End(C?), g+~ Lg.
De fato,
La(xi) = q(xi) = (qx)i = Lo(x)i
onde g, x € H.
9/29
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A representacdo bi-dimensional complexa dos quatérnions, Il

Tomemos a base {1,,} de H sobre C, g = a + j3, e calculemos:

(a+jB)-1=a+jp
(a+jB) - j=—B+ja

Assim obtemos a representa¢ ao matricial

a —p
=5 ).

Aqui L; = | e a associatividade de H da
Lqmz = Lq1 I-qz
Logo temos um homomorfismo de grupos
g+ Lg, H* — GL(2,C),

onde H* denote o grupo multiplicativo dos quatérnions n3o-nulos.
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Os quatérnions unitarios

Os quatérnions de norma 1 formam um conjunto difeomorfo  esfera S
S*={(a,b,c,d)eR" : P+ +P+d* =1}
={qgeH : [q| =1}
={(@B)eC : |l +|p° =1}.
Como a norma é multiplicativa, S® forma um subgrupo de H*. Temos

0S5 SUR). w(q) = Ly

pla)e(a)” = (g ;B> <_075 f) = ((1) (1)>

det p(q) = det (g _5;8) =laf + |8 =1.

pois

E facil ver que  é bijetora e continua, portanto, um homeomorfismo (ja que
S* é compacto) e um isomorfismo de grupos.
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Rotacdes de R® (Cayley 1845)

Consideremos os quatérnions puramente imaginarios:
SH = {qg € H| Rg =0} = R>.
Sejam u = i + uyj + w3k, v=wvii + voj + vsk € SH. Entdo

uv = —(uivi + tava + u3v3) 4 (t2vs — usva)i + (3vi — u1vs)j + (u1va — tavi)k

=—u-v+uxyv

Em particular,
2 2
ut=—ul*=-1

para u € SHNS® = §2.
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Rotacdes de R3, I

Para cada g € S® e x € H = R*, definamos

P(q)x = gxq .
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Rotacdes de R3, I

Para cada g € S® e x € H = R*, definamos
P(q)x = gxq .
Ent3o ¢(q) é uma isometria de R*:
[B(a)x| = lallxllal ™ = Il
zZ?(q) fixa os pontos do subespaco R -1 C H:
7 1

P(q)la=qaqg ' =aqq ' =a

para a € R. ~
Como H=R-1¢ SH =R & R? é uma decomposicdo ortogonal, agora ¥(q)
define uma isometria ¥(q) de R*:

¥ : 5 = S0(3).
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Rotacdes de R3, 111

Tomemos um quatérnion da forma g = cos# + usiné, onde u € SHN S3.
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Tomemos um quatérnion da forma g = cos# + usiné, onde u € SHN S3.

Proposicao

1(q) € uma rotacdo de angulo 20 e eixo u.

Demonstracdo. q comuta com u, entdo ¢(g)u = u. Tome v L u, e ponha
w = u X v. Entdo, usando

uv =uXxXv=w=—vu

uvu = u(vu) = u(—uv) = —iPv = v,

nds obtemos

¥(q)v = (cos @ + usinO)v(cosd — usin )
= vcos® 0 + uvsinfcos — uvusin®6 — vucosfsin 6
= v cos26 + wsin 20,

como desejado. [J
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eixo). Além disso, kery = {£1}. Finalmente obtemos um isomorfismo de
grupos e um homeomorfismo

SO(3) = §°/{+1}

(= RP3, onde RP? é o espaco de retas pela origem em R3; note que toda tal
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hiperplano ortogonal a u := v — w. Entdo Tu = —u e RT fixa os pontos da
reta gerada por u. Agora RT deixa o hiperplano ut 22 R"! invariante. Pela
hipétese de indugdo, RT|,. é o produto de no maximo n — 1 reflexdes. Logo,
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Proposi¢cdo

Seja u um quatérnion unitario. Entio a reflexio de H no hiperplano ut é a
aplicacdo x — —uXxu.

Demonstrac3o. A reflexdo em SH = 11 é x — —x. A multiplicacio por u é
uma isometria M, que leva 1 em u e 11 em ut, e portanto conjuga a reflexdo
Ry em 1* na reflexdo R, em uL, isto é,

R,= M,o Ry oM.

Logo
Rux = MyRiM, *x = M,Ry(iix) = M,(—xXu) = —uxu,

como desejado. [J
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positivo (pois u e v podem cada um ser unidos a 1 € S* C H por uma curva
em S3, e o determinante é uma fungdo continua).

Reciprocamente, segue do Teorema de Cartan-Dieudonné e da proposi¢cdo
anterior que toda rotacdo é da forma

Upp -+ - U3UpDi XU LR U3 - - + Uz

para quatérnions unitdrios. Essa transformagdo tem a forma desejada. [J
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Note que p(qgi, g2) é de fato uma isometria de R* (por a norma ser
multiplicativa) que preserva a orientaco, e também que p é um homomorfismo
de grupos. Além disso, segue do teorema anterior que p é sobrejetora.
Finalmente, ker p = {£(1,1)}. Segue que temos um isomorfismo de grupos
(que é também um homeomorfismo):

SO(4) = S* x S*/{+(1,1)}.

“Uma rotacio de R* é um par de quatérnions unitarios, a menos de
multiplicagdo por —1.”
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Subgrupos finitos de O(2) (Leonardo da Vinci)

Ciclico
Diedral

Zn C SO(2)

order n
order 2n
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Ciclico | Z, C SO(2) | order n
Diedral D, order 2n

SO0D66
O602D6560
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e escolhamos um ponto p; em cada érbita. Entdo:

(-1w) % ()

(Esta equagdo segue da férmula de RIEMANN-HURWITZ para recobrimentos
ramificados ou, mais simplesmente, da férmula de BURNSIDE

1 . . I~ ~ . . .
r=1g > gcc [Fix(g)[.) Uma busca sistemdtica das solugdes inteiras positivas

nos d3 a classificagdo: (nj = |Gp|)
Grupo Classe de isom. | Ordem | (ni,...,n;)
Ciclico C, Zn n (n,n)
Diedral D, D, 2n (2,2,n)
Tetraedral T As 12 (2,3,3)
Octaedral O Sa 24 (2,3,4)
Icosaedral / As 60 (2,3,5)
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Os cinco sdlidos de Platao

DS H

Tetrahedron Octahedron Cube

lcosahedron Dodecahedron
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S® = SU(2) — SO(3) fornecem exemplos subgrupos finitos de SU(2). Esses

sdo os chamados grupos poliedrais bindrios:
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Co={e"%k=0,...,n—1} n
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Aqui Dy = {£1,+i,+j,+k}, o = J(r+i+j/7) e T = 3(1+/5) é a razdo
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I"=T"UosT*UT Uo*T Uc*T* | 120

Aqui Dy = {£1,+i,+j,+k}, o = J(r+i+j/7) e T = 3(1+/5) é a razdo
durea. E facil mostrar que essa lista exaure todos os subgroups finitos de
SU(2).
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durea. E facil mostrar que essa lista exaure todos os subgroups finitos de
SU(2).Cada um desses grupos age (sem pontos fixos) em S* = SU(2) por
multiplicagdo a esquerda, e o quociente é uma variedade de dimens3o 3. Por
exemplo, S3/I* é a espaco dodecaedral de POINCARE: tem a homologia da
3-esfera, mas n3o é simplesmente conexa (importante na formulag3o da
Conjectura de Poincaré e no desenvolvimento da Topologia Algébrica).

Subgrupos finitos de SO(4) = SU(2) xz, SU(2) sdo subgrupos finitos de
P1 Xz, P>, onde Py, P> sdo grupos poliedrais bindrios.
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Escrevamos S* = {(z,w) € C? | |z]* + |w|* = 1}. Definamos
f:8 SR f(z,w) = |z — |w|”.
Ent3o cada conjunto de nivel (=1 < r < 1)
£f7(r)
é um produto de dois circulos, ou toro:

1—|—r|W|_ 1—r
27 - 2

T, |z| =

Agora
Ur<o T, e Ur>0 T,

descrevem dois toros sélidos, colados ao longo de sua fronteira comum

To:|z| = |w| =1/V2.
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Continuemos a ver S® C C?, e consideremos também S C R x C. Definamos

entao
h:S*— S% h(z,w) = (|z|* — |w|?, 2zw).

h estd bem definida e é continua (e suave). Note que h é constante nos
circulos maximos de S* dados por

S'(z,w) = {(z,¢"w) | 0 € R},

e, de fato, esses circulos s3o exatamente os conjuntos de nivel de h, como é
facil calcular. A folheacio de S° por toros é dada pelas pré-imagens da
folheacdo de S? por circulos de latitude.
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A fibracdo de Hopf, IlI

Dois circulos de nivel de h estdo visivelmente “enlacados”. Isso mostra que h
nio pode ser continuamente deformada a uma aplicacio constante S* — S,
que leva todo o S em um tnico ponto. Nés expressamos isso formalmente
dizendo que o terceiro grupo de homotopia 713(52) é ndo-trivial. A descoberta
de Hopr, em 1931, durante os primérdios do desenvolvimento da teoria de
homotopia, causou grande impacto, pois mostrou que, ao contrério das
expectativas da época, os grupos de homotopia podem ser mais complicados
do que os grupos de homologia (Hs(S?%) = {0}).

HEINZ HOPF (1894-1971).
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Escolher um dos seguintes tépicos e dissertar livremente:
1. Os octénions.
2. Subgrupos finitos de SO(3), O(3), SO(4), etc.
3. O espaco dodecaedral de Poincaré.
4. A fibragdo de Hopf.
5. A férmula de Riemann-Hurwitz.

Escrever, no maximo, cinco péginas, excluindo figuras e referéncias. O prazo
para entrega é de até 07/12.
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