Estrutura complexa do Espaco de Teichmiiller

Minoru Akiyama

A teoria de Teichmiiller estuda as diferentes estruturas conformes que tém uma superficie topologica dada.
Especificamente, se S é uma superficie orientével, o espago de Teichmiiller da superficie S é definido como o
espago das estruturas complexas de § modulo homeomorfismos homotépicos & identidade e tais que a fronteira
ideal de S é fixada durante a homotopia.

Consideremos o caso de uma superficie de Riemann § do tipo conforme finito (g, n), é dizer, S é biholomorfa
a uma superficie compacta de género g menos n pontos. Além disso, suponhamos que 2g — 2 +n > 0. Ista
altima hipotesis descarta somente os casos da esfera menos 0,1 ou 2 pontos e o toro, pelo qual a superficie S tem
como espago recobridor universal ao plano hiperbolico HH = {z € C / Im z > 0}. Podemos assumir entdo que
S =H/T', onde T é o grupo recobridor da superficie S, porém um grupo Fuchsiano cujo conjunto limite é a reta
real estendida R. O objetivo deste trabalho é provar que, neste contexto, o espaco de Teichmiiller da superficie
S é uma variedade complexa de dimensao 3g — 3 +n. Em geral, o espago de Teichmiiller de qualquer superficie
tem sempre estrutura de variedade complexa, mas ela tem dimensao finita somente quando a superficie é do
tipo finito. Por outro lado, a fronteira ideal de uma superficie do tipo finito é vazia e isto faz a definicao do
espago de Teichmiiller e algumas das provas deste trabalho mais simples.

1 Aplicagoes quasiconformes

Uma aplicagao holomorfa com derivada nao nula chama-se uma aplicacao conforme. Para definir o espaco de
Teichmiiller precisa-se do conceito de aplicagao quasiconforme, o qual é uma generalizagao natural das aplicagoes
conformes, além de uma ferramenta ttil para o estudo das superficies de Riemann e em particular para a teoria
de Teichmiiller.

Sera usado a notagao f, e fs para designar as derivadas parciais f, := %(% — i%zjj) e fz:= %(% + ig—fyc), da
funcao complexa f.

Definicao 1.1. Sejam U eV dois dominios de C e K > 1. Um homeomorfismo f: U — V € uma aplicagdo
K -quasiconforme se ela tem derivadas parciais distribucionais f, e fz localmente em L? e satisfaz
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onde k = 7=7. O menor K tal que f é K-quasiconforme chama-se constante de quasiconformalidade de f e

designa-se K(f).

O fato de f ter derivadas distribucionais localmente em L? implica que as derivadas f, e f; usuais existem
q.t.p em U. Nesses pontos, a derivada de f tem a forma df(z) = f,dz + f:dz, pelo qual a aplicagdo R-linear
df (z) transforma o circulo unitario no plano tangente 7.C numa elipse de excentricidade % < % =K.
A desigualdade (1) diz que as excentricidades dessas elipses s@o uniformementes limitadas. Por outro lado, o

Jacobiano de f ¢ dado por J; = |f.|? —|fz|?, pelo qual a mesma desigualdade garante que f preserva orientagao.

E claro que toda aplicagao conforme é quasiconforme. O seguinte lema da um reciproco desta afirmacao.

Lema 1.2 (Weyl). Se f ¢é I-quasiconforme, entao f é conforme.



A funcao py := %, a qual esta definida q.t.p em U, chama-se o coeficiente de Beltrami de f. Observe que
py € L=®(U), de fato, ||pf]lec :=supess |ug| <k < 1.

As seguintes sao algumas das propriedades das aplicagoes quasiconformes cujas provas podem-se encontrar
em [1], 2], [3], [4].

Proposicao 1.3. Se f é K-quasiconforme, entio f~1 também é K -quasiconforme.

Proposigao 1.4. Se f : U — V € uma aplicagio Ki-quasiconforme e g : V. — W ¢é uma aplicagao K-
Hr+r(pgof) A

quasiconforme, entdo go f: U — W € K1 Ks-quasiconforme. Além disso, pgor = 11177 (ug0f) onde r = }%

Observe da proposigao anterior os sEguintes casos especiais: Se g é conforme, entao ji4or = py. Se em cambio

f é conforme, entao pgor = (g © f) - % Fazendo h = g o f é facil ver que
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Os dois seguintes teoremas seram usados com frequencia neste trabalho. Eles juntos sdo conhecidos como o
teorema da aplicacao de Riemann mensuravel, sdo fundamentales para a teoria de Teichmiiller e seu desarrollo
deve-se ao esforzo de muitos matemaéaticos importantes como Gauss, Korn, Lichtenstein, Morrey, Bojarski,
Ahlfors, Bers, entre outros.
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Teorema 1.5 (Morley). Seja U um dominio de C e i : U — C uma fung¢ao mensurdvel tal que ||p)|co < 1.
Entao existe um homeomorfismo quasiconforme f:U — f(U) que satisfaz a chamada equagao de Beltrami

fézlu'fz (3)

Além disso, a solugcdo € unica mo sequinte sentido: se g €
univalente h : f(U) — C tal que g=ho f.

outra solugao de (3), entdo existe uma aplicagdo

Em particular se U = (C, existe uma tunica aplicagdo quasiconforme que satisfaz (3) e fixa tres pontos dados.
Designemos por f(- ;) a Gnica solugao que fixa 0, 1 e co.

Teorema 1.6 (Ahlfors - Bers). Dado z € C, a aplica¢io p— f(z ; ), definida na bola de raio 1 em L>(C),
¢ holomorfa. (Veja a defini¢io 4.1)

Suponha agora que ¢ : § — X é um homeomorfismo entre superficies de Riemann hiperbolicas e seja
@ : H — H um levantamento do ¢, de modo que o seguinte diagrama comuta
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H/T =S8 — X=H/Tx
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Aqui T e T'x sdo os grupos de recobrementos de S e X correspondentes, os quais sdo grupos Fuchsianos (isto
é, subgrupos discretos de PSL(2,R)); ms e mx sdo as respetivas projegoes.

Dize-se que o homeomorfismo ¢ é K-quasiconforme se seu levantamento @ é K-quasiconforme. Neste caso
o coeficiente de Beltrami de ¢ define-se como o coeficiente de Beltrami de .

Do diagrama é claro que para qualquer v € T, existe v; € I'x tal que v; 0 ¢ = @ o . Isto implica que

g = Hyiop = Hpoy = (K5 07) - 5



pois v e ;1 sdo aplicagdes conformes. Assim, a cada homeomorfismo quasiconforme ¢ : § = H/T' — X,
corresponde uma fungao p : H — C mensuravel tal que ||u||oo < 1 e satisfaz, para todo z € He v €T,

'(2)
'(2)
Isto é, p & um diferencial do tipo (—1,1) em H. Por simplicidade, dizemos que a fun¢do p é I-invariante se

cumple (4). Se denotamos por B! (H) ao conjunto das fungdes p : H — C tais que ||p||s < 1 e sdo I-invariante,
é facil ver que B! (H) é um conjunto aberto do espago de Banach L (H).

=2

w(z) = p(vz) (4)
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2 Espaco de Teichmiiller

Seja M(S) a colegao dos pares (¢, X), onde X é uma superficie de Riemann e ¢ : § — X & um homeomorfismo
quasiconforme. Um tal par chama-se uma superficie marcada modelada sobre S.

Definicao 2.1. Duas superficies marcadas (v1,X1) e (p2, X2) dize-se que sao Teichmiiller equivalentes, e
se escreve (p1,X1) ~71 (p2, X2), se existe uma aplicagio conforme ¢ : X1 — Xo tal que co p1 e po $do
homotdpicas.

O espago de Teichmiiller da superficie S define-se como o quociente Ts := M(S) / ~.

Para provar que Ts tem estrutura complexa precisamos identificar cada ponto de 75 com uma certa classe
de equivalencia do espago B! (H). Antes de fazer isso, lembremos que na segdo anterior se mostré que a cada
superficie marcada (i, X) corresponde um diferencial do Beltrami u, € B (H).

Dado cualquer p € B (H), estenda-se i para todo o plano complexo nesta forma:

w(z), se zeH

wz), se zeH*

onde H* = {z / Im z < 0 }. Observe que ||fi]lc = ||tt|loc < 1, pelo qual existe um tinico homeomorfismo
quasiconforme f# : C — C que fixa os pontos 0, 1, co e é solugdo da equagao do Beltrami f; = - f,.

Proposigao 2.2. Para todo y € BY(H), T* := fFfoT o (f*)~! é um grupo Fuchsiano que deiza invariante ao
semiplano H.

Demonstrag¢ao. Observe que f#(z) = f#(z), para todo z, pelo qual f* deixa invariante a reta real estendida
R. Dado qualquer v € T' e considerando que p é I'-invariante, tem-se que f* e f* o~ sao solugbes da mesma
equagao do Beltrami. Tome-se uma aplicacao de Mobius A de tal forma que Ao f* e f# oy coincidem em trés
pontos. Logo ffovyo (ff) 1 =A¢ Méb(@). Como T' é discreto, entdao I'* é um grupo discreto de aplicagoes
de Mo&bius, isto é, um grupo Fuchsiano. O

Assim, dado p € BY (H), temos uma aplicacdo quasiconforme f# : H — H, a qual induz um homeomorfismo
quasiconforme ¢, : S — X, onde X ¢é a superficie de Riemann X := H/I'*. Identificamos deste modo o espaco
de Banach B (H) com M(S).

Observe que se (¢, X) € M(S), ¢ : H — H é um levantamento de ¢ com coeficiente de Beltrami e A é
uma aplicagdo de Mobius aproriada de tal modo que Ao fixe 0, 1 e 0o, entdo Aoy = f*. A aplicagdo A induz
uma aplicacio conforme ¢ da superficie X sobre numa superficie Y. E obvio que (¢, X) ~7 (cop,Y), pelo qual
podemos supor sempre que o levantamento de uma aplicagdo quasiconforme ¢ com coeficiente de Beltrami p é

1
Antes de mostrar a equivalencia entre Ts e um quociente apropriado de B (H), precissa-se do seguinte lema.
Lembre-se que todo homeomorfismo f : H — H se extende de manera tinica a um homeomorfismo f : H — H.



Lema 2.3. Sejam g , 1 : S — X homeomorfismos entre superficies hiperbdlicas e fq , f1 : H — H levanta-
mentos de po e p1 respectivamente. Suponha que S = H/T'. Entao as sequintes afirmagées sio equivalentes:

i) w0 ~ 1 (o e p1 sdo homotdpicas)
i) fooyo fyt = fioyo fit, para todo v €T.
i) folr = f1lr-

Demonstragao. ((i) = ii)) Pelo teorema de monodromia, fy ~ f;. Suponha que f; é uma homotopia entre fy e
f1. Dados v € I' e z € H, considere os caminhos ¢ + fi(yz) e t = (fo oy o fi')(f:(2)). Ambos tém o mesmo
ponto inicial fo(yz) e a projecao sobre X de os dois concordam, pelo tanto sdo iguais e para ¢t = 1 tem-se, para
todo z € H,

(fooyo foM)(2) = (fioyo fi )(2)

((il) = iii)) Seja h = f; ' o f1. Como fooyo fo' = fioyo fi'!, entdo yoh = ho~, para todo v € . Isto
implica que se z € H é um ponto fixo de algtium ~, entdo h(y) também é ponto fixo do mesmo . Se além disso
0 z é atrator e se ¢ € H, ~,, € I', n > 1, sdo tais que v,({) — 2z, quando n — +o00, entdao v,(h(¢)) — 2
quando n — +oo. Por outro lado v, (h(z)) = h(v,(2)) — h(z), se n — 400, logo h(z) = z para todo ponto

fixo de I'. Como istos pontos sdo densos no conjunto limite de I', que em nosso caso é R, entdao concluimos que
hlg = id|R.

((iii) = ii)) Suponha que fo e fi concordam em Ap = R. Como fo(R) = f1(R) = R e R ¢ I-invariante,
entao para todo vy € I', fpoyo fo_l = fiovyo fl_1 em R. Como as aplicagoes de ambos lados desta igualdade
sao transformacoes de Mobius, entao elas sao iguais em H.

((i1) = 1)) Seja O(y) = fooyo fy ' = fioyo fi'. Defina-se f;(2) como o ponto do arco hiperbolico que liga
fo(z) com f1(z) tal que o comprimento do fy(z) até f:(z) é t e de f;(z) até fi1(z) é 1 —t. Logo fi(z) define uma
homotopia entre fy e f1 tal que 0(v) o fy = f; oy, para cada v € T, pelo qual a aplicacao wx o f; o 7T§1 é uma
homotopia entre g e ;. O

Proposigao 2.4. Suponha que os coeficientes de Beltrami das aplicag¢oes pg : S — Xg e p1 : S — X3 sdo
to e py respectivamente. Entdo (po, Xo) ~1 (p1, X1) se, e somente se, fH|g = fH|g.

Demonstragao. ( =) Se (o, Xo) € (¢1,X1) s@o Teichmiiller equivalentes, existe ¢ : Xo — X3 conforme tal
que @ o (pal ~ c. Seja ¢ um levantamento de ¢, logo pelo lema acima temos que ¢jg = f#* o (f#0)~1 R. Como
¢ é conforme e fixa 0, 1 e oo, entdo ¢ = id. Pelo tanto fHo|g = fH1|g.

(<=) Se fo|g = fHi|g, entdo ['#0 =T ="t onde ['*i := frioT o (fHi)~L. fro e f* induzem aplicacoes
$0,¢1 : S — H/T’ homotopicas, porém (¢g, H/T') ~1 (¢1,H/I”). E facil ver que (¢;, X;) ~1 (¢4, H/T),
i=0,1. O

En conclusio, pode-se identificar o espaco de Teichmiiller Ts com o espago 7 (I') := B (H)/ ~, onde pg ~ p1
se fHo|g = fH1|g. O espago T (I') é dotado com a topologia quociente do B! (H), a qual também ¢ induzida pela
métrica definida como,

dr (o], [wo]) = 5 liminflog K (f* o (f*)7")

v

para cada [uo], [to] € T(I"). A métrica dr chama-se naturalmente métrica de Teichmiiller. No espago Ts ela ¢
definida como

dr ([po, Xol, [p1, X1]) == %ligrglwi“?rgflogl((fl o (&)™)
§1~e1

de modo que Ts e T(I') sdo isométricos.



3 Mergulho de Bers

Na secdo anterior estendimos um diferencial do Beltrami p € B' (H) simétricamente com respecto a R de modo
que a aplicagao quasiconforme f* deixa invariante ao semiplano H e porém ao semiplano H*. Considere-se
agora a extensao:

w(z), se zeH

fi(z) =
0, se z¢H

e seja f, : C — C a solugao quasiconforme da equagao do Beltrami correspondente que fixa 0, 1, co. Observe-se
que f,, é conforme no semiplano inferior H*. Ela transforma o circulo R numa curva de Jordan que contem os
pontos acima menciondados.

Proposigao 3.1. Para todo p € Bt (H), I'y:=fuolo f;l é um grupo Kleiniano (isto €, subgrupo discreto de
PSL(2,C)) e Q, = fu.(H) €T ,-invariante.

Demonstracao. Similar & prova da proposicao 2.2. O

Proposicao 3.2. Sejam p ,v € BY(H). Entdo f*|r = f¥|r se, e somente se, fu|lu- = fo|u--

Demonstragao. Pelo teorema de uniformizagao existe uma apliccao conforme g, : 2, — H que fixa 0, 1, co.
Observe que f* = g, o f, em H. Igualmente existe g, tal que f” = g, o f, em H.

( é::) Sejﬁlﬂ*::jb
(=) Suponha fH*|g = f”|r. Seja h a fungao,

m+, entdo g, = g,. Logo f*(z) = f¥(z), para todo z € R.

g, ogu(z), se z€Q,
h(z) :=
foofit(z), se zeQ

onde 7 = f,(H*). Como g, og, = fuo fljl em 0f),,, h ¢ um homeomorfismo no plano complexo. Observe que

h ¢ conforme em 2, e em 2}, logo ela é conforme em C. Como fu="ho f,em H*" e f,, f, fixan trés pontos,
entdo h = id. Pelo tanto f,|m- = fo|m=. O

Definigao 3.3. Seja f : U € C — C uma func¢ao localmente conforme. A derivada Schwarziana de f é
definida como

Algumas das propriedades da derivada Schwarziana sao:

i) f é uma aplicacdo de Mdbius se, e somente se, Sy = 0.

ii) Sgos(2) = (S¢(f(2))) - (f'(2))*> +Ss(2). (Identidade de Cayley)

Tem-se os seguintes casos especiais: Se g é uma aplicacao de Mobius, entdo Sy = S¢. Se em cambio f é

uma aplicacdo de Mébius, entdo Sgor = (Sgo f) - (f/)%

Seja QU(H*) o conjunto das aplicages 1 : H* — C holomorfas tais que |||y := sup 4(Im 2)?|1)(2)| < oo
z€H*

e, além disso, sao [-invariantes no seguinte sentido: Para todo v € I e 2 € H*, 9(2) = ¥(72)(7'(2))?. O espago
QI (H*) com a norma || - ||y (Chamada de Nehari) resulta ser um espago de Banach complexo.



Observagao 3.4. Seja X uma superficie de Riemann hiperbdlica com métrica hiperbélica p, e consideremos o
feize Qx @ Qx, onde Qx € o feixe das 1-formas holomorfas de X. Um diferencial quadrdtico holomorfo sobre
X € uma segao do feize Qx @ Qx. Se (U,({) € uma carta local do X, entdao todo diferencial quadrdtico q pode-se
escrever como q = q(¢)d¢? em U, onde q(¢) € holomorfa.

De fato, pode-se pensar um diferencial quadrdtico holomorfo q como una colegio de fungoes holomorfas
q U — C,1€1, onde {(UZ-,Q)}Z.EI € um atlas holomorfo de X, tal que, em U; NU;, as coordenadas (;, Cj e
as fungoes q;, q; satisfazem a identidade,

qi(G) = Qj(Cj)(flg)Q

lql(x)
sup
xeX ,02 (l‘)
Se 8* = H*/T" ¢ a superficie dual da superficie de Riemann S, o espagco Q' (H*) € a colegio dos levantamentos
das diferenciais quadrdtricas em Q> (S*), pelo qual ambos espagos sio isomorfos.

Seja Q*(X) o espago das diferenciais quadrdticas holomorfas q sobre X tais que ||g|| := < o0

Lembremos que f,,, u € B (H), é uma aplicagao conforme em H*, pelo qual S fulwe € uma fungao holomorfa.
Por outro lado, dado v € I, existe uma aplicacao de Mdbius A tal que Ao f, = f, o~. Calculando a derivada
Schwarziana em ambos lados desta igualdade da Sy, |, = (S Fulas 07) 2 Isto mostra que S fulue € I-invariante.
O lema a seguir mostra que Sy | .. € QU (H*), para qualquer y € BF(H).

Lema 3.5 (Nehari-Kraus). Seja f: H* — C uma funcdo univalente. Entdo ||Ss||n < 6.

Demonstragao. Fixemos zg = xg + iyo € H*. Seja T(z) = 2:53, a aplicagao que transforma H* no exterior do
disco unitario. Como as derivadas Schwarzianas sdo invariantes pela conjugacdo de uma aplicacdo de Mobius
a esquerda, podemos supor sem perda de geralidade que f(z9) = oo e f'(29) = Wl)%o@ Seja F tal que
—+oo
FoT = f,logo F({) =(+ Z o para || > 1, e F' & univalente nessa regido. Fazendo tso do teorema da area
1
oo
de Bieberbach, temos que Z n - |bn|* < 1, em particular, |b;| < 1.
n=1

Observe-se que,

by
2by
F//(C) = F + ......
6b
F'Q) = =&
Logo é facil ver que Sg(¢) = —% +...= C%(—61)1 + potencias de %) Pela identidade de Cayley temos que,
para ¢ = T'(z),
S¢(2) )?
2
1\ 1 —2y0
6b t de = | = | ——
( 1 + potencias e<> o1 ((2—20)2>
1 4y8
6b t de = |  ———
( 1 + potencias de C) (2720)4
Fazendo z — zp, temos que S¢(2o) = Gbl , pelo qual 4yo|S¢(20)| < 6. O



Seja @ : BY(H) — QF(H*) a aplicagio definida como ®(p) := Sy, A dependencia continua (De fato
holomorfa) da funcdo f, respecto ao diferencial i, implica que a aplicacao ¢ é continua. Porém, ela induz uma
aplicagao continua @ : 7(T') — QY (H*), dada por ®([u]) := ®(). A boa definigio de ® segue-se da proposi¢io
3.2.

IH* )
~

O proximo resultado mostra que existe uma se¢do de ® em uma vizinhanga do origem de Q' (H*). A prova
deste teorema pode-se conseguir em [1], [2], [3].

Teorema 3.6 (Ahlfors-Weill). Suponha que ¢ € QF (H*) e que ||¢||n < 2. Se v(z) := —2(Im 2)?-9(2), z € H,
entio v € BY(H) e, além disso, Sy, |,. = 1.

Teorema 3.7. ¢ € uma aplicacdo continua, injetora, cuja imagem contém a bola de raio 2 e estd contida na
bola de raio 6 em QT (H*).

Demonstracao. Falta somente provar que a aplicacao ® é injetora, pois o resto é consequencia do lema 3.5 e o
teorema 3.6. Sejam p,v € BY(H) tais que ®([u]) = ®([v]). Se h = f, o f, !, pela identidade de Cayley tem-se
que Sy, .. = (Spp. 0 fu)- (f})? + Sy, ). em H*. Como f], # 0, temos que S, = 0, logo h é uma aplicagio de
Méobius em H*. Mas f, e f, fixam 0, 1 oo, pelo qual concluimos que hlg- = id. Isto implica que p ~ v. O

A aplicagdo ® : T(I') — QY (H*) chama-se o Mergulho de Bers. De fato, ele ¢ um homeomorfismo sobre
um aberto limitado de QT (H*). Na seguinte se¢do usaremos esta aplicacdo para construir as cartas locais do
espago T (I).

Antes de fazer isso, vejamos qual é a dimensao do espago Q' (H*) para o caso de uma superficie hiperbolica
S do tipo conforme finito (g,n), com 2g —2+n > 0. Lembremos que Q' (H*) ¢ isomorfo ao espago Q> (S*) das
diferenciais quadréticas holomorfas 1 sobre a superficie S* tais que |[t)|| < +o00. Além disso, é facil provar que
P € Q(8*) se, e somente se, fs* || < oo, (Ver [3]). Suponhamos que §* = M\ E, onde M é uma superficie
fechada de género g e E ¢ um conjunto de n pontos. Cada ¢ € Q>°(S*) pode ser pensado como um diferencial
quadratico sobre a superficie M que é meromorfa e seus polos sao simples e pertencem a E.

Um divisor sobre M é uma aplicacgo D : M — Z tal que D(x) # 0 somente para um namero finito de

pontos de M. O grau do divisor D define-se como o valor deg(D) := Z D(z). Se a # 0 é uma funcao, 1-forma

zeEM
ou diferencial quadratico meromorfo, o divisor associado & « é a fungéo («) que no ponto z tem, o valor k se x é

um zero de « de ordem k, o valor —k se x é um polo de o de ordem k, e é 0 nos outros pontos. Dado um divisor
D, denota-se L(D) ao espago vetorial das fun¢oes meromorfas f em M tais que (f) > —D, e denota-se [(D) a
sua dimensao. Lembremos o teorema de Riemann-Roch: Se w é uma 1-forma meromorfa em M néo trivial,

I(D) = I((w) — D) + deg(D) — g + 1

Agora, fixado w, seja Dy = 2(w) + xg, onde xg é a fungdo caracteristica de E (e pelo tanto um divisor sobre
M). Observe que deg(w) = 2g — 2, pelo qual deg(Dy) = 4g — 4 + n.

Por outro lado, se ¢ é um diferencial quadratico meromorfo em M, entao f = % é uma fun¢do meromorfa
em M. Da igualdade (¢) = (fw?) = (f) + 2(w) temos 1) € Q>(S*) se, e somente se, (¢) + xg = (f) + Do > 0;
isto equivale & dizer que f € L(Dy). Pelo tanto dim Q> (S8*) = I(Dy), logo pelo teorema de Riemann-Roch,

dim Q*(8*) =I((w) — Do) +39g—3+n

Como deg((w) — Do) = deg(w) — deg(Dg) =2 — 29 —n < 0, temos que [((w) — Dy) = 0, pelo tanto Q> (S*)
tem dimensao finita 3g — 3 + n. Assim, podemos pensar & Q' (H*) como o espago C3973+7,



4 Estrutura complexa de 7s

Definicao 4.1. Sejam X e Y espagos de Banach compleros e U C X um conjunto aberto. Uma aplicacado
f U — Y dize-se holomorfa em x € U se existe uma aplicagao linear no sentido complexo e limitada

df: : X —'Y, tal que

po G b = () — Al
h—0 [|h]]x

=0
Dize-se que f € holomorfa se ela € holomorfa em cada ponto de U.
Um conjunto W C Y* chama-se total, quando satisfaz: Se a(y) = 0 para todo o € W, entdo y = 0.

Lema 4.2. f: U C X — Y € holomorfa se, e somente se, f € continua e existe W C Y™ total tal que
ao f:U — C € holomorfa para toda o € W.

Proposigao 4.3. A aplicacdo P BY(H) — QY (H*) ¢ holomorfa.

Demonstragio. Dado z € H*, seja o, : QU (H*) — C o funcional a,(¥) = ¥(2). E claro que em QY (H*)*,
W ={a, / z € H*} é um conjunto total.

Fixemos z € H*. Pelo teorema 1.6, a aplicagao p — f,,(2) é holomorfa, logo o o d(p) = Sf,|u- () também

é uma aplicagao holomorfa. Pelo lema 4.2 concluimos que & ¢ holomorfa. O

Proposigao 4.4. Seja Uy = {[u] / d7([0],[1]) < 3log2 }. Entio ®(Uy) estd contido na bola de raio 2 em
QL (H*) e a restrigio @ : Uy — ®(Uy) € um homeomorfismo.

Demonstragao. Como $ & uma aplicacao holomorfa, fazendo tso adequado do lema de Schwarz temos que
|@(1)]In < 6]|1tlloo- Se d7([0], [o]) < 3 log 2, existe um representante y na classe [1o] tal que ||u]|oo < 5. Logo
1@ ([120])] | < 2. Suponha agora que 1 = ®(p0) € que |[thn — ||y converge a 0. Para n suficientemente grande
temos que |[¢n||n < 2, pelo qual ®(a,) = ¥, onde 0y, (2) = =220, (2), n > 0. Além disso pg ~ 0. Mas
[|tn — ¥ollny — 0 implica que dT([an], [UOD — 0, pelo qual concluimos que @~ é continua. O

Fixemos 1 € BU(H) e seja T# = f# o T'(f#)~'. Consideremos a aplicacao 3, : BT (H) — B (H) definida
como E#(z/) = fhpro(fuy-1, isto &, Eﬂ(y) ¢ um coeficiente de Beltrami tal que fP+() o f# = f¥. Das propriedades

dos coeficientes de Beltrami, ¢ claro que Bu(z/) = (f_}ﬁ/ . %) o (f*)~. Da definigao 4.1 tem-se que E# é uma

aplicagdo holomorfa, de fato, é facil ver que d(gu),,(g) = (% -0- %) o(fM)~1t

Por outro lado, Bu induz uma isometria g, : T(I') — T (I'*) dada por 5,([v]) = [EM(V)], pelo tanto 3,
transforma a bola aberta U,, C T(T') de raio % log2 numa bola Uj" do mesmo raio e centro [0] em T (T'*).

Se @, : T(T'*) — Q' (H*) designa o mergulho de Bers correspondente e se o, : V,, ¢ QU (H*) — B (H)
é a secdo 0, (¥)(2) := —2(Im 2)%(2), onde V,, é a bola de raio 2 em Q' (H*) (Lembre-se o teorema 3.6), entdo
temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.5. A aplica¢io ® o 5;1 o <I>;1 : V, — QN (H*) € holomorfa.

Demonstra¢ao. Observe-se que ® o ﬂ;l ) @;1|VH =do 5;1 o oy, pelo qual basta somente provar que o, é
holomorfa. Isto sigue inmediatamente da definicao 4.1. O



O seguinte diagrama ilustra & construgao feita acima.

B (1) . B (1)
D) = AERE
P, )
Vi€ QM (HY) ——— > O ()

Para finalizar, consideremos um cobremento de 7 (I') pelas bolas U,, de raio %logQ e centro [u]. E facil ver
que a colegao {(U 1wy @0 BH)} resulta um atlas holomorfo do espago de Teichmiiller 7 (I"). Assim concluimos
n

que T(T") ( e pelo tanto Ts ) é uma variedade complexa de dimensao 3g — 3 + n.
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