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Escolher cinco questoes. Cada questdao vale 2 pontos.
Questao 1 Considere a equacao
225+ 222 42 —1=0
em R?.
a. Mostre que para cada (z,y) € R? existe um tinico z € R satisfazendo a equagdo.
b. Mostre que a funcao ¢ : R? — R assim definida é de classe C*°.

c¢. Calcule o polinémio de Taylor de grau 2 de ¢ em (0, 0).

Questdo 2 a. Seja f : U — R uma funcio de classe C*° definida num aberto U de R®. Mostre que se
xog € U é um ponto de maximo local de f entao V f(z) = 0.

b. Sendo U como em (a), seja F': U — R? uma submersao de classe C* e seja K C U um subconjunto
compacto. Mostre que o valor méximo de f = ||F|| em K é atingido na fronteira (topoldgica) K.

Questao 3 Sejam B C R™ um bloco fechado e f : B — R uma funcao nao-negativa integravel com || gf=0.
a. Sendon =1, 2,..., mostre que
1
By ={x € B| f(x) > ﬁ}

tem conteido nulo.

b. Mostre que
By={z € B| f(z) > 0}

tem medida nula.

Questao 4 Seja f:[0,1]> — R a funcio definida por
_ 1 sexe@y
f(x7y)_{2y Semg .
Demonstre que f néo é integravel. (Sugestdo: Teorema de Fubini.)

Questao 5 Seja ¢ : U — R? uma funcdo de classe C* definida num aberto U de R? contendo o disco
unitario D2, e suponha que f(x,%)? + g(z,y)? = 1 para todo (z,y) € U, onde p(x,y) = (f(z,v), 9(z,v)).

a. Mostre que
/ fdg—gdf =0
Sl
onde S! é a fronteira de D2. (Sugestdao: Teorema de Stokes.)

b. Conclua que nao se pode ter ¢|g1 = id.

Questao 6  a. Sejam 1, ..., i funcionais lineares num espago vetorial real de dimensao finita V. Mostre
que @1 A --- A pg = 0 se e somente se @1, ..., sao linearmente dependentes.

b. Seja w uma I-forma de classe C* definida num aberto U de R?® com W(z,y,2) 7 0 para todo (z,y,2) € U.
Dada uma 1-forma « de classe C*° em U com w A o = 0 em U, mostre que existe f : U — R de classe
C* tal que a = fw.
Questao 7 Sejam w = zzdx + yz dy — 22 dz 1-forma e M o hiperboléide 22 + y? — 22 = 1 em R®.
a. Mostre que x dx + ydy = zdz em vetores tangentes a M.

b. Mostre que para todo circulo S* mergulhado em M (sem auto-intersecgoes) vale | g1 w = 0. (Sugestao:
Calcular dw em M e calcular a integral para um circulo num plano z = cte..)



