9.a secgao: 10out (resumo)

9.1 Férmula integral de Cauchy. Seja f uma fung¢do holomorfa sobre uma
curva fechada simples C' e no seu interior. Se zg € um ponto interior a C' entdo

f(20) = L Mdza

2mi Jo 2z — 20
onde C estd orientada no sentido anti-hordrio.

Dem. Seja Cg o circulo |z — z9| = R, onde R > 0 é suficientemente pequeno
de modo a ter Cr contido no interior de C. Pelo principio de deformagao de
caminhos (8.10),
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R o |f(2) = f(z0)]|dz].

Finalmente, como f é continua em zy, tomando R suficientemente pequeno
podemos garantir que |f(z) — f(z0)| < €, onde € > 0 é arbitrariamente pequeno.

Segue que
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Como o membro do lado esquerdo é um numero arbitrariamente pequeno, segue

que a férmula desejada é valida. q.e.d.

ss dz  _ 1 dz dz
(ii) faB(o,g) 24T % (faB(o,Q) =i faB(o,2) zT—z) -
que f(z) =1 é inteira e +i pertencem a B(0,2).

9.2 (Ezemplos) (i) fc’)B(O,l) & dz = 2mie® = 2mi j& que f(z) = e* é inteira.
1
27

(2mi — 2mi) = 0 ja

9.3 (Ezemplo). Seja R o retangulo de vértices —a, a, a + ivb, —a + Vb,
onde a > 0, 0 < b < 1. O teorema integral de Cauchy da faRzgl—jl = 0.



Parametrizando R, obtemos Z?Zl I; =0, onde
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quando a — +00, e similarmente Iy — 0. Além disso,
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Note que

dt

onde a integral da parte ima gindria é zero pela fungao ser impar. Segue que
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9.4 Desigualdade do valor médio. Se f é holomorfa em zy, entao parar > 0
suficientemente pequeno, podemos aplicar a férmula integral de Cauchy 9.1 ao
circulo z = zp + rew, 0 < 0 < 2w, para obter
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isto é, o valor de | f| no centro do circulo de raio r ndo excede o valor médio ao
longo do circulo.

Seja M o valor maximo de f sobre o disco de centro zy e raio r. Suponha
agora que |f| assume o valor M em zy. Como o valor médio ndo pode exceder
M, segue de (1) que |f| é constante igual a M ao longo do circulo de raio
r. Aplicando o mesmo argumento aos circulos de raio s < r, vemos que |f]
é constante sobre todo o disco de raio r. Mas se o0 médulo de uma fungao
holomorfa é constante, entdo a prépria fungao é constante (por (3.6)).

Acabamos de mostrar que se uma funcdo nao-constante é holomorfa em um
ponto zp, entdo toda bola aberta B(zg,r) contida no dominio de holomorfia de
f contém pontos z tais que |f(z)| > |f(z0)|-



9.5 Principio do Médulo Maximo. Se f € holomorfa num dominio limitado
Q e continua no fecho = QU IN, entao o valor maximo de |f| em Q sd pode
ser assumido num ponto da fronteira OS2, a nao ser que f seja constante.

Dem. (esboco) Seja M o valor maximo de |f| em €. Suponha que existe zy €
tal que |f(20)] = M. Como Q é aberto, existe r > 0 tal que B(zp,7) C Q. Apli-
cando (9.4) deduzimos que |f| é constante e igual a M num disco B[z, 7] cen-
trado em zy. Aplicando o mesmo argumento a um disco centrado em outro ponto
de Bl[zg,r], obtemos que |f| também vale M nesse outro disco. Prosseguindo
assim, vemos que |f| vale M em todo Q. Finalmente, segue f é constante por
causa de (3.6). q.e.d.

Ex. 9.1 Usar a férmula integral de Cauchy para calcular: (a) faB(0,2) dz;

cos z e®dz sin z

. . dz . .
(b) faB(o,z) os) 4% () faB(o,z) oz (d) faB(—2i,2) w57 (©) faB(o,z) i 4%
() faB(o,l) Gy dz.

_Z
2z+1

Ex. 9.2 Calcular

+oo 1
/ L,
0 t4 + a4

onde a > 0, integrando (a® + 22)~! ao longo do tridngulo de vértices 0, R, Re™
e tomando o limite quando R — oo.



