6.a seccao: 19set (resumo)
6.1 Se w(t) = u(t) +iv(t) é uma funcao da varidvel real ¢ a valores complexos,

entao define-se
w'(t) = ' (t) +iv'(t),

desde que as derivadas u’ e v’ existam em t. Verificam-se facilmente a validade
das regras usuais de derivagao de somas e produtos.

6.2 Se f(t) = u(t) +iv(t) é uma funcdo continua definida no intervalo (a,b),

definimos , , \
/f(t)dt:/ u(t)dt+z’/ v(t) dt.

Valem as propriedades usuais em relacao a adigao de fungoes e a multiplicagao
por uma constante (complexa). Além disso, se a < b, entao

/ab F(t) dt

De fato, escrevendo fab f(t)dt = re? temos:
b
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6.3 Mais geralmente, se C' é uma curva de classe C! (por partes), parametrizada
por meio de

b
s/vww. (1)

IA

como desejado.

z(t) = z(t) +iy(t), a<t<b,

e f é uma fungdo continua a valores complexos definida sobre z([a, b]), definimos
a integral de linha complexa
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Valem as propriedades usuais em relagao a adigao de fungoes e a multiplicagao
por uma constante (complexa).



6.4 (Ezemplos) (a) A integral [, 9 vale mise C: z(t) =¢e*, 0<t <m, ¢é
o trecho superior do circulo unitario de 1 até i, mas —mi se C' : z(t) = e,
0 <t <m, éo trecho inferior

b) [zdz = f: FIGELS 3 f 4 T2(t)?] dt = M para qualquer
C. Em particular, a integral depende apenas dos extremos inicial e final de C
(mas néo do caminho)

(c) Seja f(z) = e2'°8= (um ramo de z!/2) para |z| > 0, 0 < arg(z) < 2, e
tomemos C': z(t) = 3¢, 0 < t < 7. Note que f ndo estd definida em 3. Mesmo

assim, f(z(t)) = \fe“/Q e [o f(z)dz=3iV3 [ /2 dt = —2¢/3(1 + ).

6.5 A propriedade mais importante da integral de linha complexa é sua in-
variancia por mudanca de parametro. Seja t = ¢(s) onde ¢ < s < d, onde ¢ é
de classe C'. Entdo pela férmula de mudanca de varidvel de integracio,

b d
/ (1) (t) dt
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onde Z(s) = z(p(s)) é outra parametrizacao de C.

6.6 O caminho oposto de C é denotado —C' e tem parametrizacdo 2(t) = z(—t),
—b <t <a. Temos

/70f(z)dz h
/f
—/Cf(z)dz

onde usamos a férmula de mudanca de varidvel novamente (para a segunda
igualdade).
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6.7 Finalmente, a integral de linha complexa também é aditiva em relacao a
concatenagao de curvas, denotada por C7 + - -+ + Cp:

/C'1+-~»+Cn f(z)dz = f )dz + - / f(z

Ex. 6.1 Calcular fc xdz onde C é o segmento de reta de 0 a 1+ 1.

Ex. 6.2 Calcular |, o ngl onde C' ¢ o circulo |z| = 2 orientado no sentido anti-
horario.




Ex. 6.3 Calcular [, 2%~ ! dz, onde a é um niimero real nao-nulo, usamos o valor
principal de f(z) = 2271, e C é o circulo z = Re? (—m < 6 < 7) orientado no
sentido anti-horario.

Ex. 6.4 Sendo f holomorfa num dominio contendo uma curva fechada sim-
ples C, mostrar que fc f(2)f'(2) dz é puramente imaginério. (Usar o Fato 3.8,
se necessario.)



