2.a semana: 22ago (resumo)

2.1 (Regioes do plano) A bola aberta de centro zp € C e raio r > 0 é o conjunto
B(zp,r) formado pelos elementos z de C que satisfazem |z — zp| < r. Seja Q
um subconjunto de C. zg € C é chamado de ponto interior de € se existe € > 0
tal que B(zp,€) C 2, e é chamado de ponto exterior de € se ele é um ponto
interior do seu complementar, isto é, existe € > 0 tal que B(zg,e) N = &. A
fronteira de 1 é formada por z € C que nao sao nem pontos interiores nem
pontos exteriores de . Q é dito aberto se todos seus pontos sao interiores, e é
dito fechado se Q contém seus pontos de fronteira.! Um aberto Q é dito conezo
se dois pontos quaisquer de 2 podem ser unidos por um caminho poligonal
inteiramente contido em €. € é dito limitado se estd contido em alguma bola
aberta.

2.2 (Diferenciabilidade) Seja Q um conjunto aberto de C, e seja f : Q — C uma
fungao. Entao
f=u+iv

onde u, v : Q C R2 = R sdo dadas por

u(z,y) =Rf(z), v(z,y) =3f(2)

e z = z +1y. Os conceitos de limite e continuidade nao sofrem modificagoes
pensando em f como uma funcio de duas varidveis reais a valores em R%2. Em
particular, f é continua se e somente se u, v sdo continuas. Por outro lado,
dizemos que f é diferencidvel (ou derivdvel) em zp (um ponto interior de ) se

existe o limite
lim f(z0 +Az) — f(20)
Az—0 AZ

; (1)

em cujo caso, o resultado é denotado por f’(zp). Note que (1) guarda semelhanca
com o caso de fungoes de uma varidvel real, mas em principio parece diferente
do caso de funcoes de duas varidveis reais. Verificam-se as regras usuais de
derivacao de somas, produtos e quocientes.

2.3 f(z) =1/z, z # 0, é diferencidvel em todos os pontos, pois

1 1
+Az 2 -1

-1
= — do A .
AL T A7) — e quando Az — 0

Por outro lado, f(z) = z néo é diferencidvel em nenhum ponto, pois

2+ Az—2z2 Az

Az T Az

tem limite 1 se Az se aproxima de 0 por valores reais, mas —1 se a aproximagao
é feita por niimeros puramente imagindrios. Note que neste caso u(x,y) = x e

L «Fechado” néo é o oposto de “aberto”.



v(x,y) = —y admitem derivadas parciais de todas as ordens (e portanto f seria
diferencidvel vista como funciao R? — R?).

2.4 8e f=u+1iv:Q C C— Cédiferencidvel em z € {2 entao podemos calcular
o limite (1) tomando em particular Az = Az ou Az = iAy. Concluimos que:

/ , 1 , ‘
f(2) = up +ivy = —(uy + ivy) = vy — ity,
i
e chegamos as equacdes de Cauchy-Riemann:
Uy = Vy, Uy = —Ug.

Estas sao portanto condigoes necessarias para diferenciabilidade num ponto e
explicam por exemplo o resultado sobre f(z) = Zz.

2.5 Teorema. Se u, v sdo diferencidveis em (xg,%0) (como funcoes R? — R)
e satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, entao f = u + v é derivavel em
20 = xo + 4yo (como fungao C — C).

Dem. Pela hipétese,
Au=u Az +uy,Ay+ E1 e Av=v,Ax+ v, Ay + E»

onde

E E
(Az)2 1+ (Ay)? e ; — 0, quando Az, Ay — 0.
€L Yy

(Az)* + (Ay)?
Usando C-R, temos

Af = Au+ilAv
= (uy +ivy)Az+ Ey + iFs,
assim Af B 4 iE
_ . 1T W2
s = (ux+wx)+7AZ .
Agora
Ey B, —
-1 A
Az |Az]? :
E1 A.T . E1 Ay
= —1
V(A2 + (Ay)? (Az)2 + (Ay)? /(Az)? + (Ay)? \/(Az)? + (Ay)?
- 0

e analogamente % — 0. g.e.d.

2.6 Se u, v tem derivadas parciais continuas em € (i.e. u, v sdo de classe C* em
Q) entdo u, v sdo diferencidveis em 2. Deduzimos a seguinte condigao suficiente



para que f = u+iv seja derivavel em €: se u, v tem derivadas parciais continuas
e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann em QQ, entdo f é derivdvel em €.

Ex. 2.1 Quais dos seguintes subconjuntos sao abertos? Fechados? Conexos?
Limitados?

(a) [z =141 <2
(b) |32z — 2| > 3;
(c) Rz =

(d) |z —=1| > |z];
(
(f) R(=?

g |z\<3e|z—1\<3

)
)
)
)
e) —m < argz < T
)
)
h)

(
(h) |z <1loulz—2| < 1.
Ex. 2.2 Determinar o dominio e calcular a parte real u(z,y) e a parte imagindria
v(z,y) da funcdo f(z) = u(z) + iv(z) indicada:

(a) f(z) = 2%

(b) f(2) = 24

(© £(2) = =i

Ex. 2.3 Mostrar que lim,_.q (%)2 nao existe.
Ex. 2.4 Verificar as equagoes de Cauchy-Riemann para f(z) = 22 e f(z) =

Ex. 2.5 Provar usando a definicdo que f(z) = |z|? é derivdvel em 0 e nio
derivavel em z # 0.

Ex. 2.6 Usar 2.6 para deduzir que f(z) = e®cosy + ie*siny é derivavel em
todos os pontos de C.

Ex. 2.7 Determinar todos os pontos em que f(z) = z3 4 i(1 — y)? satisfaz as
equagoes de Cauchy-Riemann.

Ex. 2.8 Provar que se f é derivdvel em zg, entdo g dada por g(z) = f(Z) é
derivavel em Zg.



