17.a sec¢ao: 21nov (resumo)

17.1 Conformalidade. Seja f uma fungdo holomorfa num dominio €, e seja
z0 € Q tal que f'(29) # 0. Sejam 1 e v2 curvas regulares (i.e. diferencidveis
com derivada nao-nula) em 2 tais que v;(t;) = zo para j = 1, 2. Entdo o dngulo
entre f oy, e f oy € igual ao angulo entre 1 € ¥s.

Dem. Temos (fov;)'(t;) = f'(20)7;(t;) implicando arg(fovy;)'(t;) = arg f'(20)+
argvi(t;). Agora Z.,(f oy, [ o) = arg(f o ye)(t2) — arg(f o m1)'(t1) =
arg 13 (t2) —arg 1 (t1) = £z (71,72). q.e.d.

Vale uma reciproca: se f = u + iv preserva angulos (orientados) com u, v
de classe C! entdao f ¢é holomorfa e f’ # 0.

17.2 Algumas transformacoes do plano (i) Translagées: 7o(z) = z + a,
onde a € C.

(ii) Rotagdes: Ry(z) = ez, onde 6 € R.

(iii) Dilatagées: h,(z) =rz, onde r > 0.

(iv) Combinando (ii) e (iii) temos f(z) = Az, onde A = re'® € C\ {0}

(v) A inversio no circulo C : |z| = 1 é definida como sendo I(z) = 1 =

= 1e7 se z = re'. Note que I preserva C e intercambia o interior e o

exterior de C. E natural considerar I definida no plano estendido C' = CU{cc},
e colocar I(0) = oo e I(oc0) = 0.

17.3 A inversdo I1(z) = 1/z leva retas e circulos em retas e circulos.

Dem. Consider o circulo C' : |z — z| = R. Elevando ao quadrado ambos
os membros e expandindo, |z|? — 2R(202) = R? — |2|?. Fazendo w = 1/z nesta
equacao, vem que 1 — 2R(zow) = (R% — |z — 0)?)|w|?.

Agora |zg] = R quer dizer que C passa por 0; neste caso % = R(zpw), e
escrevendo zg = xg + 1Yy, w = u + v obtemos a reta rou — Yov = %

Por outro lado, se C nao passa por 0, obtemos |w|? — 2§R|ZUT§f’R2 = R2—1|20|2 ,

e esta é a equacao do circulo de centro wy = ‘20‘570_1%2 e raio S = %.
q.e.d.

17.4 Transformacoes fracionarias lineares. E uma transformagao do plano

do tipo
az+b

cz+d’ (1)
onde a, b, ¢, d € C. Se ¢ =0, T é apenas uma translacao. Caso contrario,
vemos que T' ndo é constante se e somente se ad — bc # 0; assumamos isto.
Entao podemos escrever tal T na forma

a bc—ad 1
+ )
c ¢ cz+d

T(z) =

o que mostra que w = T'(z) é a composicio de { = cz+d, n=1/¢, (= @n,
e w = 2 4 (, ou seja, translages, rotagdes, dilatagoes e a inversao I(z) = 1/z.



Como todas estas transformagoes levam retas e circulos em retas e circulos,
também uma transformacoes fracionarias linear leva retas e circulos em retas e
circulos.

17.5 Estrutura de grupo. A transformacao (1) T pode ser representada pela

matriz
(e 3): @

Se T é outra transformacao fracionaria linear, representada pela matriz

&

entao a composta T o T também é uma transformacio fraciondria linear, e esté
representada pelo produto das matrizes (2) e (3), como pode ser facilmente
verificado. Note também que ad — be é o determinante de (2); se ele é nao-
nulo, a matriz (2) é invertivel, e sua inversa é a transformagao fraciondria linear
representada pela matriz inversa de (2).
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Ex. 17.1 Mostrar que a férmula

(w—wi)(wz —w3) (2 — 21)(22 — 23)

(w—w3)(we —w1) (22— 23)(22 — 21)

define uma transformagao fraciondria linear que leva trés pontos dados z1, 22,
z3 em trés pontos dados wi, wa, ws.

Ex. 17.2 Um ponto fizo de uma transformagéo T é um ponto zg com T'(zg) = 2o.
Mostrar que uma transformagao fraciondria linear T que nao é a identidade tem
no maximo dois pontos fixos no plano estendido.

Ex. 17.3 Mostrar que a unica transformacao fracionaria linear que leva trés
pontos dados z1, 22, 23 em trés pontos dados wi, ws, ws é a dada no enunciado
do Ex. 17.1. (Sugestéo: Se T e S s@o duas transformagoes fraciondrias lineares
que levam zj, 2o, z3 em wy, wo, w3, considere S~ o T e use o Ex. 17.2.)

Ex. 17.4 Determinar transformacao fracionéria linear que leva 2, 7, —2 em 1,
i, —1.

Ex. 17.5 Mostrar que

2 — 20

w=e*——
zZ— 20

com a € R e Jzp > 0 é uma transformacao fraciondria linear que leva o semi-

plano superior &z > 0 bijetivamente sobre o disco unitario |w| < 1.



