16.a aula: Tnov (resumo)

16.1 Integrais trigonométricas racionais. Vamos aplicar o teorema dos
residuos de Cauchy ao célculo de algumas integrais reais. A primeira classe
consiste de integrais do tipo
2
R(cosb,sinb) db
0

onde R é uma funcao racional real (o quociente de dois polindmios reais). Por

exemplo, calculemos
I /27\' dl’
0o 2+4coszx

Lembremos que cosz = 3 (e’ + ) e fagamos a substitui¢io z = €. Entao

dz =izdx e
172/ dz
72 ‘Z‘:122+4Z+1'

Fatorando 2z +4z+1= (2 —a)(z —b) onde a = —2++/3 e b = —2 — /3, vemos
que o integrando tem dois polos simples em z = a e z = b e apenas o primeiro
se situa no interior do circulo |z| = 1. Segue que

1
z—0>
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z=a \/ﬁ

2
I = —-2miRes, = 4w
)

16.2 Integrais racionais reais. A segunda classe de consiste de integrais do

tipo
/ R(z) dx

onde R(z) = P(z)/Q(x) e P e @ s@o polindmios reais onde ) ndo tem zeros
reais e deg @@ > deg P + 2. Por exemplo, calculemos

Iﬁ/oo 2% dx 71/00 x?dx
Jo wi4522+6 2/ 2t +522 46

Seja Cr a curva formada pelo segmento [—R, R] seguido do semi-circulo Wg, :
z = Re' t € [0,7] e seja
22 22

A+ 52246 (22 +2)(22+3)°

f(z) =
Os pontos singulares de f sdo +iv/2 e +iy/3. Para R suficientemente grande,

g f(z)dz = 2mi (Res, 5(f) + Res, 5(f)) - (1)



Por outro lado,

R
C%fuwnziﬁRfuwm+ f(2) dz

Wr

onde

f(z)dz

2 RQ
[ e B
Wr

‘ Wi |24 + 522 + 6| R*—-5R? -6

quando R — oo. Para zp = iv/2 temos

Res., (f) = lim (= — 20)/(2)

=1
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zZ—20 - 22()(23 + 3)

Analogamente, Res; 5(f) = —@z’. Fazendo R — oo em (4), segue que
(V2 VBY  VB-V2
f=mliy iy ) =72

16.3 Como [e”*| = e7¥ < 1 se y > 0, o mesmo método de (16.2) pode ser
aplicado ao cédlculo de integrais do tipo

/ R(z)cosxzdr e / R(zx)sinz dz.

Por exemplo, calculemos
* coszdx e dx
1= — =R —_.
/, o 241 /Oo 241

Seja f(z) = z577- O tnico ponto singular de f no semi-plano superior é i e

assim )
3

I = 2miRes;(f) = 2milim(z — i) f(2) = 2mi " = g

Z—vi 27

Ex. 16.4 Caminhos indentados. Vamos modificar o método de (16.3) para
mostrar que
/ * sinx ™
de = —.
0 x 2
A ideia é integrar e'# /2 ao longo do caminho Cr +[—R, —¢] — C. + [¢, R] (o semi-

circulo C¢ é introduzido aqui para evitarmos passar por sobre a singularidade
z=0de e*/z):




O teorema de Cauchy-Goursat nos diz que

1z 1z 1z 1z
/ e—dz—i—/ e—dz—i—/ e—dz—/ e—dz:O,
[e.R] Cr # [-R,—¢ # c. %
iz iz R _:
/ 6—dz—/ e—dz:—Zi/ Smxdm.
Cr * c. *? € z

Por um lado, usando a parametrizacdo z = Re'?, 0 < 6 < m, temos

/ S - 2/ exp(iRe'?) do,
Cr * 0

ou

de modo que

A

quando R — oo.

Por outro lado, escrevendo a série de Laurent de e'*/z obtemos que

e 1
- 2 9(2)

onde g(z) é uma funcéo analitica em 0, assim limitada numa vizinhanga de 0,

lg(2)] < M para |z| = € e € > 0 suficientemente pequeno. Portanto

1z 1
/e_=/ —dz+/ g(z)dz,
c. ? c. ? C.

(4)



onde
< Mme—0 (5)

/CE g(z)dz

quando € = 0, e

O resultado desejado segue de (2), (3), (4), (5) e (6).

27 cosx dx ( )Iﬂ' dx

Ex. 16.1 Calcular as integrais: (a) [ 550! - TreTa

Ex. 16.2 Calcular as integrais: (a) [;° 7#5; (b) [;° iz—ﬁ; (c) [;° % (a>0);

(d) fo {3

Ex. 16.3 Mostrar que

* cos(ax) —cos(bx) , w
/0 dx = 5(1) —a)

2

para a, b > 0. Deduzir que

 sin? x T
3 der = —.
0 x 2



