15.a sec¢ao: 2nov (resumo)

15.1 Tipos de singularidades isoladas. As singularidades isoladas se classi-
ficam em trés tipos, de acordo com a expansao de Laurent Z+°° an(z—20)™:

n=—oo

(i) removivel se a série de Laurent ndo tem poténcias negativas, a,, = 0 para
todo n negativo. Neste caso, f pode ser extendida a uma fungao holomorfa

no disco pondo f(z9) = ag. Por ex., 2% e 29 = 0.

(ii) polares se a série de Laurent tem um nimero nao-nulo finito de poténcias
negativas, a_,, # 0 mas a, = 0 para n < —m onde m é um inteiro
positivo. Neste caso dizemos que zg é um polo de ordem m de f. Note
que entao (z — 20)™f(z) tem uma singularidade removivel em zy e que
lim, ., |f(2)| = co. Por ex., 1/2™ e zg = 0.

(iii) essencial se a série de Laurent tem infinitas poténcias negativas, a, # 0
para infinitos indices n negativo. Por ex., e'/% e zy = 0.

15.3 Residuo num polo. Uma singularidade isolada zy de uma fungao f €
um pdlo de ordem m de se e somente se f pode ser escrita na forma

fla) = 2O (1)

(z — zp)™
onde ¢ € holomorfa em zy e p(29) # 0. Além disso

Res,, (f) = v(20) sem=1

(™D (z)

sem > 2.
(m—1)! -

RGSZU (f) =

Dem. Suponhamos que f tem a forma (1). Como ¢ é holomorfa em zg, ela é
analitica em zp. Escrevendo a série de Taylor de ¢ em zj e subsitutindo em (1),
obtemos a expressao desejada para o residuo.

Reciprocamente, se f tem um pdlo de ordem m em zj,

f(Z)ZZan(Z—Zo)"—i- b1 bm
n=0

z—z2 (2= z)™

com by, #0 em 0 < |z — 29| < €, a fungao ¢ definida por

o(2) = { (2 —20)"f(2) sez# 20,

bm se z = zg

tem série de Taylor em 2y dada por

P(2) = by + -+ b1z — 20)" T+ D an(z — 2)"

n=0



em |z—zp| < ¢, sendo assim analitica e portanto holomorfa em zg, como desejado
q.e.d.

15.4 (Ezemplos) (i) f(z) = %5 tem um ponto singular em zg = 3i e f(z) =
p(2)/(z — 3i) onde p(2) = (2 + 1)/(z + 3i). Como ¢ é holomorfa em 3i e
»(3i) #£ 0, segue the Ress;(f) = ¢(3i) = (3 —1)/6.

(i) f(z) = (Z:ff)?, tem um ponto singular em zo =i e f(z) = p(2)/(z —i)?

onde p(2) = 23 +2z. Como ¢ é inteira e (i) = i # 0, segue the Resz;(f) =
o (1)/2! = 3i.

(iii) Consideremos f(z) = % onde usamos arg(z) € (0,27). Entao f tem
um ponto singular em zp =i e f(2) = ¢(2)/(z —i) onde p(z) = (log 2)3/(z +1).
Como ¢ é holomorfa em i e (i) = —73/16 # 0, segue the Ress;(f) = ¢3i) =
—73/16.

15.5 Zeros de fungoes holomorfas. Suponhamos que f é holomorfa numa
bola B centrada em zy € C e f(zp) = 0. Entdo f é analitica em 2y e alguma
derivada f(m)(zp) # 0, a ndo ser que f seja identicamente nula em B. Dizemos
que f é um zero de ordem (ou multiplicidade) m se f(™(z5) # 0 para n =

0,...,m —1e f™)(z) # 0. Neste caso a série de Taylor f em z, se escreve
f(z) = 307 an(z — 20)™ onde a,, # 0. Podemos entdo escrever f(z) =

(z — 2z9)™g(z) onde a funcdo g dada por

g(z) = { (z—29)™™ seze€ B\{z}

Am se z = 2y,

é holomorfa em B. Por continuidade, g ndo se anula numa vizinhanca de zy e
portanto zg é uma zero isolado de f. Mostramos que os zeros de uma func¢ao
holomorfa nao nula definida numa bola sao isolados.

15.6 Principio da Identidade. Sejam f, g funcoes holomorfas numa bola
aberta B centrada em zy. Suponhamos que f(z) = g(z) para todo z pertencente
a um subconjunto A de B que se acumula em zo. Entdo f =g em B.

Dem. Dizer que zg é um ponto de acumulagao de A significa dizer que existe
uma seqiiéncia z, € A tal que z, — z9. Entdo f — ¢ é uma fungdo holomorfa
que se anula em z, e portanto em zy por continuidade. Como zy nao é um zero
isolado de f — g, temos que f — g é identicamente nula em B. q.e.d.

Ex. 15.1 Localizar e classificar as singularidades isoladas das funcoes dadas:
4 . —cosh z exp(2z
() #4525 (b) i (©) sbss (d) sind; (o) 1=sghe; (f) 92,

Ex. 15.2 Seja zy uma singularidade isolada de f. Mostre que se f é limitada
numa vizinhanca de zg, entao zg é uma singulariade removivel.

Ex. 15.3 Seja zp uma singularidade isolada de f. Mostre que se lim,_, ., | f(z)| =
oo entao zp é um polo de f.



Ex. 15.4 Calcular o residuo em 0 da fungao indicada: (a) ﬁ; (b) zcos (1);

z
(C) z—szmz; (d) C(;ELZ (e) Zf(TEjz); (f) z(ezlfl)'

Ex. 15.5 Calcular os residuos indicados: (a) Res,lzlﬁ1 onde arg(z) € (0,2m);
1

(b) Resizlgofgf)z; (c) Resi% onde arg(z) € (0, 2m).

Ex. 15.6 Calcular o valor da integral

323 42
Lo
onde: (a) |z —2] =2; (b) |2| =4.

Ex. 15.7 Sejam f e g funcoes holomorfas em zp e assumamos que g tem um
zero simples (ordem um) em 2o e que f nédo se anula em zy. Prove que f/g tem

um polo simples em zg e
Reszo (f> = f(ZO) .
g

Ex. 15.8 Mostrar que

/ dz o
c(Z2—=1)2+3 22

onde C ¢ a fronteira do retangulo delimitado pelas retas ¢ = +2, y =0e y =1,
orientado no sentido anti-horério.

Ex. 15.9 Prove que nao existe fungao holomorfa no disco unitério tal que f( %) =
27" paratodon=1,2,....



