14.a seccao: 3lout (resumo)

14.1 Singularidades isoladas. Se f nao é holomorfa em zp, mas é holomorfa
em algum ponto de qualquer bola aberta centrada em zg, dizemos que zg é uma
singularidade ou ponto singular de f. Se f é holomorfa num disco pefurado
0 < |z — 2] < R, dizemos que zy é uma singularidade isolada de f. Por
exemplo, 1/sin(m/z) tem os pontos singulares z = 0 e z = 1/n para n = +1,
+2,...; todos esses pontos singulares sao isolados, exceto z = 0.

14.2 Residuos. Seja f uma func¢do holomorfa no disco perfurado 0 < |z —zg| <
R. O residuo de f em 2y é o niimero complexo

Res., () = 5 /C f(2) dz

onde C é qualquer curva fechada simples contida no disco perfurado e que
contém zy no seu interior. Notemos que

Res,, (f) = a1

1

onde a_;1 é o coeficiente de (z — zp) ™' na expansao de Laurent de f centrada

em zop.

2% n!

14.3 Exemplos (i) [, i%ldz — 27iReso (ez_l) — 9riRes, (22021 Q) _
2m% = %

(i) J cosh (Z5) dz = 2miResq cosh (%) = 2miReso (Zzozl %) = 0.

(iif) Como ﬁ = Xm0 %(2 —2)"75 para 0 < [z — 2| < 2, temos
f|z,2‘:1 z(zd%gp = 2miResy (ﬁ) = 271'1'?%2 = 1—’%.

14.4 Teorema dos Residuos de Cauchy. Seja f uma funcao holomorfa
sobre uma curva fechada simples C' e sobre seu interior, exceto um niumero de
pontos singulares z1, ..., 2z, no interior de C. Entdao

/ f(z)dz= 2m’ZReszk(f).
¢ k=1

Dem. Sejam Cj pequenos circulos centrados em zi, contidos no interior de
C, disjuntos dois a dois. Pelo teorema de Cauchy para dominios simplesmente
conexos (8.9),

/ f(z) dz:i f(z)dz:27ri§n:Reszk(f),
¢ k=17 Ck k=1



14.5 (Ezemplos) (i) lelzl z%sin (1) dz = 2miResg = — %, pois

z

5 . 1 e N »—2n+1
2% sin (z) = Z(—l) 2T (0 < |z] < ).

n=0

(ii) f|, 1=y =0y d2 = 2mi (Reso + Res1) = 2mi(5+(—1)) = 8mi, pois ;Z=5; =

Ex. 14.1 Calcular o residuo em 0 da funcao indicada: (a) ZJF%; (b) %3 (c)

ZCOS(l); (d) z—sinz; (e) C(;ELZ (f) z4s(i{1E§2).
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Ex. 14.2 Usar o teorema dos residuos de Cauchy para calcular flz|:3 f(2)dz,

onde f é a funcao indicada: (a) ez—;; (b) ﬁ; (c) 2%el/7; (d) FL-.




