12.a sec¢ao: 19out (resumo)

12.1 Raio de convergéncia. Dada uma série de poténcias ZZOZO anz™, se

ela € convergente para z = z1, entdo ela € absolutamente convergente para todo
z € B(0, |z]).

Dem. Como Y. anz} converge, o termo geral a,z}" tende a zero. Em
particular o termo geral é limitado:

lanzl| < M
para algum M > 0. Se |z| < |z1], seja p = |z|/]z1| < 1. Entéo
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Como p < 1, aooserle geométrica Y "  Mp™ é convergente. Pelo método de
comparagao, »_ -~ a,z" é absolutamente convergente. q.e.d.

O maior disco centrado em 0 em cujo interior a série > °  a,z™ é conver-
gente é chamado de disco de convergéncia, se seu raio R é chamadado de raio de
convergéncia da série. A série converge absolutamente no interior do seu disco
de convergéncia e diverge em cada ponto do exterior. Note que 0 < R < oo.

Se lim,, o, V/|ay| existe, entdo é igual a 1/R (férmula de Hadamard). De
fato, seja z com |z|] < R. Entdo podemos tomar p tal que |z|] < p < R.
Agora 1/p > 1/R e pela definicdo de limite existe ng tal que 1/p > |a,|"/"
ou |a,| < 1/p™ para todo n > ng. Segue que |a,z"| < (|z|/p)™ para n > ng.
Como |z|/p < 1, segue do método de comparagio que nossa série de poténcias é
convergente. Por outro lado, Se |z| > R escolhemos p tal que R < p < |z|. Como
1/p < 1/R, existem indices n arbitrariamente grandes tais que |a,|"/" > 1/p
ou |an| > 1/p™. Entao |a,z"| > (|2|/p)™ para infinitos indices n, e os termos da
série tendem a infinito.
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12.2 Fato Se lim,, o

oo g anz".

existe, entao é igual ao raio de convergéncia de

12.3 Derivacgao de série de poténcias. Consideremos uma série de poténcias
o0 n . A . ~ .~

Yoo Gn2™ com raio de convergéncia R. Entdo, na regido |z| < R, a soma da

série é uma fungao holomorfa, sua derivada € obtida por derivag¢do termo-a-

termo, e a série derivada tem o mesmo raio de convergéncia.

Dem. A série derivada Y .. na,z""! tem o mesmo raio de convergéncia,

pois ¥/n — 1.
Para |z| < R, escrevamos

flz)= Z anz" = sp(z) + Ru(2)

n=0



onde s, é a n-ésima soma parcial e R, é o “resto”, e também

n— oo

fi(z) = Znanzn_l = lim s/ ().
n=1

Vamos mostrar que f'(z) = f1(2).

Consideremos
FAZI) gy = () ()
PR zZ— 2
+(s7,(20) — f1(20)) + (W) M)

onde z # zg e |z|, |20] < p < R. O terceiro termo do membro direito de (1) em
modulo € igual a

(o)

k=1 k=2 k=2 _k—1
g ap (2T 2 e+ 2y 42y )
k=n

(oo}
<> Klaglp*
k=n

onde o membro direito é o resto de uma série convergente que portanto tende a
zero com n — 00. O segundo termo do membro direito de (1) tende a zero por
definicao de f1, e o primeiro tende a zero com z — zg. q.e.d.

Mostramos em (11.6) que toda fungao holomorfa num disco é analitica nesse
disco. O resultado de (12.3) é a reciproca.

12.4 Tterando o resultado de (12.3), obtemos que:
f(z) =ap+ar1z+ax2* +---

f'(2) = a1 + 2a9z + 3azz* + - --
f"(2) = 2a3 + 6aszz + 12a42° + - - -

k+1)! k+2)!
f(k)(z) :k!ak—ku %QHZZ?_F...

kst
Em particular ap = f%*)(0)/k! para todo k& > 0, o que d4 a unicidade da
representagao de uma funcao holomorfa em série de poténcias centrada num
ponto.
12.5 Exemplos (i) Derivando termo a termo 1~ =1+ z+ 2%+ -+ + 2" +---
obtemos 1

= 142243224+ (n+ 1)+

com raio de convergéncia 1. Esta série também pode ser obtida multiplicando
a primeira série por si mesma.



(i) Temos Log(1 + 2) = [; Z‘fl para qualquer caminho contido em B(0, 1)
1

— 1 _ 2,34 ...
e =1—-2+2"—2"+---, de onde vem
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com R = 1. Analogamente

; /Z dz z3+z5 z7+ 2)
arctan z = e T T
o 1+22 3 5 7

com R = 1, onde a integral é calculada ao longo de um caminho contido em
B(0,1).

(iii) A partir da série de Taylor de w = arctan z dada em (2), podemos
deduzir o trecho inicial da série de Taylor de tanw. Como é uma fungao {mpar,
tanw = ajw + asw® + asw® + --- e substituindo em (2) obtemos um sistema
linear nos a; que é facilmente resolvido:

t +iut 2wty
anw = w + —w —w
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com R =m/2.

Ex. 12.1 Calcular o raio de convergéncia das seguintes séries: (a) Y., fTS’ (b)
n n)® 3n n!
Snlo ()2 (¢) Xonly =™ (d) oty 2™

Ex. 12.2 Mostre que Log—— = 32°° | 2" para |z| < 1.

11—z n=1"n

Ex. 12.3 Mostre que

Z% => (n+1)(z+1)"
n=0

para |z + 1| < 1.
Ex. 12.4 Qual é o coeficiente de 27 na série de Taylor de tan z?

Ex. 12.5 Deduzir daquela de cos z os trés primeiros termos nao-nulos das série
de Taylor de cos? z e sec z centradas em 0.

Ex. 12.6 Verificar (12.2).



