11.a seccao: 17out (resumo)

11.1 Seqiiéncias infinitas. Dada uma seqiiéncia cgy, ¢1, co,... de nimeros
complexos, dizemos que ela converge para ¢ € C se dado € > 0 existe ng tal que

len, — ¢l <€ paramn >ng

e escrevemos lim,, , ¢, = ¢. Uma seqiiéncia pode ter no miximo um limite. Se
Cp = ayn +1b, e c = a+1ib, entao lim,,_,, ¢, = ¢ se e somente se lim,, .o a,, = a
e lim, o, b, = b.

Por exemplo, ¢, = —1+14 (;12)“ converge para —1.

Também dizemos que a sequencia (¢, )52, diverge para oo se dado M > 0
existe ng tal que

len] > M paran > ng

e escrevemos lim,, ., ¢, = 00.

11.2 Séries infinitas. Dada uma seqiiéncia cg, ¢1, c2,... de nimeros com-
lexos, dizemos que a série infinita Y >, ¢,, converge se lim S, cr existe

p ) q in=0 n g n—oo 2_ k=0 Ck

e é finito. Neste caso, s = lim,, Zk:o ¢k € a soma da série, denotada também
or Y%, ¢y. O ntimero ¢, ¢ dito o n-ésimo termo da série e s, = > ¢, 6

p n=0 Cn- n n = 2.=0Cn

dita a n-ésima soma parcial. Uma série que nao converge é dita divergente.

Se 327, ¢y é convergente entdao necessariamente lim,,_,, ¢, = 0 (condigao
do termo geral). De fato lim, oo ¢y = limy—o0(Sn — Sn—1) = lim, o0 Sp —
lim,, oo Sn—1 = s — s = 0. Por exemplo, a série y_ é divergente, pois
. n__ 1
limp, 00 5757 = 3+

s . 2, . o0 . .o o~
Se ¢ € C, a série geométrica »_ -~ ,c" diverge se |c| > 1, pela condicao do
1

termo geral, e converge para ;— se |c| < 1, usando a identidade

o _n
n=0 2n+1

1 2 n—1 c*
—=1l4+c+c"+ -+ F+—
1-c 1-c
z_. oo ~ o0 oo
Se a série )~ ¢, converge entao > c,| < ZQO:O len]-
Se ¢, = ay, +ib, onde a,, b, € R, entao a série ) >~ ¢, converge para s se
e somente as séries Y . o an e Yo by convergem para Rs e Js
n=0 """ n=0 "1 g p .

11.3 Critério de comparagao para séries reais com termos nao-negativos.
Sejam Y jan e Yo" by, séries com termos reais tais que 0 < a,, < b, para
todo n. Se > 7, b, é convergente entao > -, a, também o é. De fato sendo
t=37"0bn, temos >} _ar <37 b, <t,demodoques, =) _,axéuma
seqiiéncia de niimeros reais crescente e limitada superiormente que portanto tem
um supremo, que é o limite da seqiiéncia.
oo 1 . . , . S

Por exemplo, >~ 17g= ¢ majorada termo a termo pela série geométrica
3% ,27™ = 2 e portanto é convergent

0 = p vergente.

11.4 Convergéncia absoluta. A série Y.~ ¢, ¢ dita absolutamente con-
vergente se a série Y |c,| ¢ convergente. Vamos provar que se y. ¢, ¢



absolutamente convergente entao ela é convergente. De fato sendo ¢ = ay + by
temos |ax| < |ex| e |bk| < |ck| para todo n. Como Y 77 |cn| é convergente e
0 < |an| < |en| para todo n, por (11.3) vem que >, |a,| é convergente. Agora
0 < an + |an| < 2|a,| para todo n, e novamente (11.3) diz que >_'_,(an + |ay])

é convergente. Segue que > pon = > op—o ((an + |an]) = |an]) = Y peolan +
lan|) = > e lan| é convergente. Analogamente ;- b, é convergente e segue
da ultima afirmagao de (11.2) que Y- ¢, é convergente.

11.5 Série de poténcias. Uma série de poténcias é da forma
ao+arz+ag2? +- Fap" +--- (1)

onde a, sao coeficientes complexos e z é uma varidvel complexa. Mais geral-
mente pode-se também considerar séries de poténcias da forma

[}
E Z*ZO

Ja vimos que a série geométrica
144224 421

é uma série convergente para 1/(1—z) para |z| < 1; dizemos que ela representa a
funcdo f(z) = 1/(1—2) na bola aberta |z| < 1. A mesma fun¢io é representada

pela série de poténcias
(o]

22n+1 (z+1)"

na bola aberta de raio maior |z + 1] < 2. De fato

I 1 1
-z 2-(z+1) 21

t

;i(z+1>

11.6 Desenvolvimento de fungoes holomorfas em séries de poténcias.
Seja f: Q — C uma fung¢ao holomorfa em um ponto zy € ). Entao existe r > 0
tal que para todo z € B(zg,r) vale

f(z) = f(z0) + ['(20)(z — 20) + f”(;o (z —20)" +
(n) (4
f n(l O)(Z_Zo)n‘f'"' ;

isto €,

= lim Zf (z0) (z — 2)*

n—oo



Dem. Seja C' um circulo centrado em zy e contido em §2, e seja r seu raio.
Pela férmula integral de Cauchy, podemos escrever

1 [ f©)dg

(z) = 2mi Jo E—2z
Temos
1 B 1 1

E—2z  E—2z1-— z:—zzg

B 1 z—z0 Z — 2g n-t 1 z—20\"

" <1+§—Zo Tt <5—ZO) T (5—zo) )
e assim,
JO _FQ O O
-z E720—&-(z ZO)(&—ZO)Q—i— +(z—20) (g—zo)”+(z 20) €D — )"
Dividindo por 27i e integrando ao longo de C' ambos os membros, obtemos

F(2) = Fz0) + F )z — 20) + L0z )2 -
(n—1)
+f(n — S?) (z—20)"""+ Ry

onde

(=2 7€) de
fn = i /c €2z

Sejam M = maxc¢ |f| e s = |z — 29| < . Entao:

|Rn| < 0= =

“2r(r—s)r™ r—s

s 2mrM rM (S)”

r

Como r/s < 1, temos lim,,_, R, = 0. g.e.d.

11.7 Observagoes e exemplos. O raio de convergéncia da séries de Taylor
obtida em (11.6) é pelo menos a menor distdncia de zg a fronteira de 2. O
raio pode ser maior, mas nao hd garantias que ela representara a funcao f nos
pontos comuns a €2 e ao disco de convergéncia. Uma funcao representavel por
uma série de poténcias numa bola aberta (de raio positivo) centrada num ponto
zo € dita analitica em z,. Mostramos acima que uma fungao holomorfa num
ponto é analitica nesse ponto. A reciproca também vale, e serd vista numa aula
futura.
Calculando as derivadas, obtemos:



sinz = Z(fl)"imn Y

n=0

o0
Z2n+1

2n +1)!

sinh z =
n=0 (

e an
cosh z = Z W

n=0

Tratam-se aqui de fungoes inteiras, convergem pois as séries para todo z € C.

Ex. 11.1 Prove que uma seqiiéncia convergente é limitada (Uma seqiiéncia
()% € dita limitada se existe R > 0 tal que |c,| < R para todo n.)

Ex. 11.2 Mostre que se limy, 00 2, = 2 entdo lim, o0 |2n] = |2|. (Sugestao:
Usar a desigualdade ||z, | — |2]| < |zn — 2].)

Ex. 11.3 Determinar a série de poténcias que representa a fungao 1/z em torno
de um ponto zy # 0 dado. Qual é o raio da maior bola aberta centrada em zg
onde a série é convergente?

Ex. 11.4 Determinar a série de poténcias que representa a funcao z em torno
de um ponto zg € C dado. Qual é o raio da maior bola centrada em zy onde a
série é convergente? Repetir o exercicio para z2. Vocé consegue generalizar o
resultado para z¥, k um inteiro positivo?

Ex. 11.5 Expandir 2558 em poténcias de z — 1. Qual é o raio de convergéncia?

Ex. 11.6 Mostre que

1+2 1 1
2 =S +--1+z-2"+2"—--
22423 22 2

22+ZS

para 0 < |z| < 1. (Sugestdo: 525 = % (2 — H%))



