MAT121 — Calculo Diferencial e Integral 11
Lista de Exercicios 4 — 24/8/12

Pror. CLAUDIO GORODSKI

1. Dé um exemplo de uma funcao f : R? — R cuja curva de nivel f = 0 seja desconexa
(consista de dois “pedagos” disjuntos).

2. Mostre que as fungdes fi(t,z) = sin(z+t) e fo(t, x) = sin(x—t) satisfazem f;; = fo..
(Esta equacao diferencial parcial é a chamada equacdo da onda na reta.) Qual onda
estd se movendo para a direita e qual para a esquerda? Voce consegue encontrar
outras solugoes para esta equagao?

3.

a. Mostre que nao existe funcao f : R" — R, tal que %(p) > (0 para p € R"

fixado e v € R" arbitrario.
b. Exiba um exemplo de uma funcao f : R" — R tal que %(p) > (0 para v € R"
fixado e p € R"™ arbitréario.

4. Calcular o campo gradiente onde ele existe:

a. f(z,y) = * + yPsin(zy)

b. f(x,y) =e€"cosy

c. flz,y,z)=a%—y*+ 22>
5. Calcular a derivada direcional de f(z,y, z) = 22 4+ 2y* + 322 no ponto p = (1,1,0)
na dire¢ao v = (1, —1,2).

6. Calcular os pontos (x,y) e as diregdes para os quais a derivada direcional de
f(x,y) = 322 + y* tem o maior valor possivel, sendo (z,y) um ponto do circulo
2.2

¢ +y =1

7. Sabendo que f tem, em p = (1,2), derivadas direcionais +2 na diregdo do vetor
unitario que aponta para o ponto (2,2) e —2 na diregdo do vetor unitario que
aponta para o ponto (1, 1), calcular o gradiente de f em p e sua derivada direcional
em p na dire¢do do vetor unitdrio que aponta para o ponto (4,6).

8. Em R?, sejam r(z,y,2) = (2,y,2) e r(z,y,2) = [[r(z,y, 2)||.
a. Mostre que Vr(x,y, z) é um vetor unitério na dire¢ao de r(z,y, 2).

b. Exiba uma funcdo f: R* = R tal que Vf =r.

9. Calcular a derivada direcional de f nos pontos e direcoes especificados:

a. f(x,y,z) =3z — by + 2z, p = (2,2,1), v é o vetor normal unitario exterior a
esfera 22 + % + 22 = 0.

b. f(z,y,2) =22 +y? — 2%, p = (3,4,5), v é um vetor unitdrio tangente a curva
interseccao das superficies 222 + 2y% — 22 = 25 e 22 + y? = 22



10. Escrever uma equagao para o plano tangente ao grafico de f(x,y) = /2% 4+ y? no
ponto p = (1,2).

11. Sendo f(x,y) = wze™, usar a diferencial para calcular ua aproximagao para
f(11/10,—1/10). Comparar o resultado obtido com o valor obtido através de uma
calculadora eletronica.

12. Prove que a fungao f(z,y) = /2% + y? nao diferencidvel em (0,0). Como ¢é o
grafico dessa funcao?

13. O objetivo desta questao é provar o teorema de Schwarz a respeito da mudanca

da ordem de derivacdo: Seja f : Q C R?* — R uma fungio definida num aberto
Q que admite derivadas parciais mistas fr, e fyz continuas nesse conjunto. Entao

f Ty — f YT -
a. Considere

A= flx+hy+k)— fle+hy) — fle,y+k)+ f(z,y)

€ escreva

A=p(x+h)—p() =9y +k) -y
onde (x) = f(z,y + k) — f(z,y) e ¥(y) = f(x + h,y) — f(z,y).

b. Use o teorema do valor médio para escrever A = h¢'(x + 61h) para algum
6, € [0,1].

c. Note que ¢'(x) = fo(z,y + k) — f.(z,y) e use novamente o TVM para escrever
A = Rk foy(z + 01,y + Osk)
onde 65 € [0, 1].
d. Repita os argumentos acima para obter
A = hkfy(x + 03h,y + 04k)
onde 63, 64 € [0, 1].

e. Usando a continuidade de f,,, fyz, conclua que

Joy(T,y) = fue(y, ).



