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Integrais Triplas

Definicao (Paralelepipedos)
Um paralelepipedo ou itervalo tridimensional € um produto
Iy x Ib x I3, onde I1, b, I C R sao intervalos.

Definicao (Partigoes e Pontilhamentos)
Seja R = I x I x I3 ¢ R® um paralelepipedo compacto.
e Uma particdo de R é um produto P = P; x P, x P3 onde
P; € uma particdo de /jpara1 < j < 3.
e Um pontilhamento da particdo P = P; x P> x P3 € um
produto § = &1 x & x &3 onde §; € pontilhamento de P;
parai1 <j <3.
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Particoes e Pontilhamentos (cont.)

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)

e Os paralelepipedos ou subintervalos da particdo P sdo os
produtos da forma J; x Jo x J3, onde Jx € um intervalo da
particdo Py, para1 < k < 3.

e Denotamos por §(P) o conjunto dos subintervalos da
particao P. Dado ¢ pontilhamento de P, para cada
Q € 8(P) existe um unico elemento de £ que pertence a
Q, o qual denotaremos por £q.

® A norma da particao P é |P| := max{|P1|, |Pz|, | Ps|}.
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Definicédo (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Sejam R ¢ R® um paralelepipedo compactoe f: R — R.

e Dados P particao de R e ¢ pontilhamento de P, a soma de
Riemann de f com respeito a (P,¢) €

S(f,P.,¢) Z f(q)m
Qes(P
onde m(Q) denota o volume do paralelepipedo Q.

¢ f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condicao for satisfeita:

I € R,Ve > 0,36 > 0,VP particdo de R com |P| < ¢,
v¢ pontilhamento de P, |S(f, P, &) — ¢| <.

Caso afirmativo, diz-se que / é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposicao

O limite das somas de Riemann de f : R — R, caso exista, é
unico.

Definicédo (Integral de Riemann)

Se f: R — R for Riemann-integravel, chamamos o limite das
suas somas de Riemann de integral de Riemann de f.

Notacao

o [[[af(x,y,2)dV(x,y,2) ou [[[zfdV ou [f[sf;
* [pf(x,y,z)dV(x,y,z)ou [ofdV ou [,f.

Observacéao

e Também podemos definir as integrais triplas usando
somas superiores e somas inferiores.

¢ Valem as mesmas propriedades enunciadas para integrais
duplas.
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)

Sejam R = H?:1 [ai, bj] um paralelepipedo compacto e
f: R — R integravel. Denotemos por Q o retangulo
[ay, b1] x [a0, bo] C R?. Entédo

/Rf(x,y,z)dV(x,y,z):/O{ bsf(X,y,Z)dZ} dA(x,y) =

as

= /ab3 [/Q f(x,y,2) dA(x,y)} dz,

desde que as integrais iteradas existam.
Valem afirmacgbes analogas para as integrais iteradas obtidas
trocando-se o papel das variaveis x, y, z.
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Conjuntos de Medida Nula

Definicao (Conjuntos de Medida Nula)

Diz-se que A C R® é um conjunto de medida nula se, para todo
e > 0, existir uma colegao enumeravel de paralelepipedos
(Qiien tal que A C Ujen Qe Y72y m(Q;) < ¢, onde m(Q;)
denota o volume do paralelepipedo Q;.

Observacéao

e E equivalente, na definigdo acima, usar bolas no lugar de
paralelepipedos.

e Conjuntos de contetdo nulo: mesma definicdo com “finita”
no lugar de “enumeravel”.
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Condicao Necessaria e Suficiente para Integrabilidade

Teorema (critério de Lebesgue)

Sejam R c R® um retdngulo compacto e f : R — R limitada.
Entéo f é integravel se, e somente se, o conjunto Dy C R dos
pontos de descontinuidade de f tiver medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

1. Conjuntos enumeraveis tém medida nula.

2. A uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem
medida nula.

3. Um subconjunto de um conjunto de medida nula tem
medida nula.

4. A imagem de um conjunto de medida nula por movimentos
rigidos € um conjunto de medida nula.

5. Planos tém medida nula.

6. O grafico de uma fungdo continua [a, b] x [c¢,d] — R tem
medida nula.

7. Se k < 3, imagens de aplicacdes U c R — R3 classe C'
tém medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

Interpretacdo Geométrica

Um subconjunto de R? tem medida nula se, intuitivamente, for
um conjunto de “volume” nulo.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Notacao

Seja f uma fungao definida num subconjunto A de RS.
Denotamos por? a extensdo por 0 de f, i.e. a fungdo R® — R
dada por?(x) = f(x) se x € A e 0 caso contrério.

Definicao (Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados)

Sejam A C R3 um conjunto limitado e f : A — R. Diz-se que f é
integravel em A se f for integravel em algum paralelepipedo
compacto Q que contenha A. Caso afirmativo, definimos

/Af;:/Q?.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Observacao

¢ A condi¢a@o que intervém na definicdo acima é
independente da escolha do retangulo Q contendo A.

e Em vista do critério de Lebesgue, f limitada é integravel
se, e somente se, 0 conjunto dos pontos de
descontinuidade da extenséo f tiver medida nula.

® Em particular, se f : A — R for limitada, 0A tiver medida

nula e o conjunto Dy dos pontos de descontinuidade de f
tiver medida nula, entdo f é integravel.
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Interpretacdo Geomeétrica

Interpretacdo Geométrica
Seja A c R3 limitado com fronteira de medida nula.
e [,1dV éo volumede A.

e Se f: A— Rfor > 0 e integravel, podemos interpretar
[4fdV, por exemplo, como a massa de um objeto que
ocupa a regido A do espaco tridimensional com densidade
dada por f.
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Exemplos

Exemplo

Sejam Q ¢ R? um retangulo compacto, g, h : Q — R continuas
comg<he

A:={(x,y,2) eR*| (x,y) € Q,9(x,y) <z < h(x, y)}. Entéo
A é limitado e 9A tem medida nula. Tomando R = Q x [a, b]
contendo A, se f: A — R for descontinua num conjunto
enumeravel, entao f é Riemann integravel e

f— [ FFubini d?(x,y,z)dz dA(x,y) =
L= 1,

Xy)
// f(x,y,z)dz dA(x,y).
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Exemplos

Exemplo

Mesmo exemplo anterior, substituindo-se o retdngulo compacto
por Q= {(x,y) € [a,b] xR | a(x) <y < 5(x)}, onde
a, (3 : [a, b] — R sdo fungbes continuas com a < 5. Obtém-se:

h(x.y)
/fz// f(x,y,z)dz dA(x,y) =
A QJg(xy
b ,B(X
:// / f(x,y,z)dzdydx.
a Ja(x)
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Teorema de Mudanca de Variaveis

Teorema (TMV)

Sejam U c R® aberto, ¢ : U — R3 de classe C' injetiva, R c U
e S = ¢(R) c R3. Suponha que tanto R como S sejam
limitados com fronteiras de medida nula e que f : S — R seja
continua. Entdo

/f(x,y, z)dV(x,y,2) :/ f(e(u,v,w)) [Je(u, v,w)| dV(u, v, w).
S R

Observacao

A hipo6tese de que f seja continua pode ser relaxada: basta
quef: S — Refoyp:R— R sejam ambas integraveis.
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