Integrabilidade Diferenciabilidade
00000 0000000000

Calculo Il - Poli - 2020

Glaucio Terra
glaucio@ime.usp.br
https://www.ime.usp.br/~glaucio

Departamento de Matematica
IME - USP

4 de marc¢o de 2020

TMV
00000


https://www.ime.usp.br/~glaucio

Integrabilidade Diferenciabilidade TMV

Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Notacao

Seja f uma fungao definida num subconjunto A de R2.
Denotamos por? a extensdo por 0 de f, i.e. a fungdo R? — R
dada por 7(x) = f(x) se x € A e 0 caso contrario.

Definigao (Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados)

Sejam A ¢ R? um conjunto limitado e f : A — R. Diz-se que f
integravel em A se f for integravel em algum retangulo
Q = [a, b] x [c, d] que contenha A. Caso afirmativo, definimos

/Af;:/o?’.
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Integrabilidade sobre Conjuntos Limitados

Observacao

¢ A condi¢a@o que intervém na definicdo acima é
independente da escolha do retangulo Q contendo A.

e Em vista do critério de Lebesgue, f limitada é integravel
se, e somente se, 0 conjunto dos pontos de
descontinuidade da extensao f tiver medida nula.

® Em particular, se f : A — R for limitada, 0A tiver medida

nula e o conjunto Dy dos pontos de descontinuidade de f
tiver medida nula, entdo f é integravel.
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Exemplos

Exemplo

Sejam g, h: [a, b] — R continuascom g < he
A={(xy)eR?|a<x<bg(x)<y<h(x)}. Entado Aé
limitado e 0A tem medida nula. Tomando Q = [a, b] x [c, d]
contendo A, se f : A — R for descontinua num conjunto
enumeravel, entdo f € Riemann integravel e

< Fubini [° (9~ b hx)
/ f= / f= / / f(x,y)dy dx = / / f(x,y)dy dx.
A Q a Je a Jg(x)

Analogamente, trocando o papel das variaveis x e y, se
A={(x,y) eR®|a<y <b,g(y) <x < h(y)}, entdo

b rh(y)
/ f= / / f(x,y)dx dy.
A a Jg(y)
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A integral nao enxerga conjuntos de medida nula

Proposigao
Sejam A C R?, f, g : A— R integraveis.
* Se A tem medida nula, [,f = 0.
e Se{(x,y)e A|f(x,y)# g(x,y)} tem medida nula, entdo
Jaf= /49
e Sef for integravel em B c R? e AN B tiver medida nula,
entdo f é integravelem AU B e

|or= [
AUB A B
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Integrabilidade de Funcoes a Valores Vetoriais

Definicao

Sejam A c R? limitado e f : A — R¥ com componentes

fi,..., fx : A— R. Diz-se que f é integravel se cada uma das
suas componentes o for; caso afirmativo, a integral de fem A é
o vetor de R dado por

Af::(//‘f1,...,Afk).
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Diferenciabilidade de Func¢des R? — R (revis&o)

Definicao (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet)

Sejam f uma funcao real definida num aberto U C R? e
(X0, ¥o) € U. Diz-se que f € derivavel (no sentido de Fréchet)
em (xo, Yo) se existirem a, b € R tais que

=T-(x—Xo,y-
L 100y) — f00,y0) — [alx — x0) + by — yo)l falx—x0) + B
(x,¥)—=(x0,¥0) \/(X “ X2+ (Y = Wo)? \/(X —X0)2+ (¥ — y0)?
=[[(x=xXo.y—yo)l

Caso afirmativo, a, b € R s&o Unicos, f admite derivadas
direcionais em (X, o) com respeito a todo v = (v, v») € R? e
ovf(xo, Yo) = avy + bvo. Em particular,

azaxf(XOJ’O)a bzayf(X07YO)'
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Diferenciabilidade de Func¢des R? — R (revis&o)

Definicdo (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet (bis))

Sejam f uma funcao real definida num aberto U C R? e
(X0, Yo) € U. Diz-se que f é derivavel (no sentido de Fréchet)
em (X, ¥o) se existir T : R2 — R linear tal que

. f(X7.y)_f(X0ayO)_T'(X_XO?.y_yO)_
lim =0.
(x.9)—=(X0.%0) I(x = X0,y — Yo)l

Caso afirmativo,
e T é Unica e (Vv € R?)39,f(xp, ¥0) = T - v. Em particular,

[Tle = [0xf(X0. Yo) Oyf(Xo0,¥0)] -

e Chamamos T de derivada de Fréchetde f em (X, o).
Notagao: Df(xo, ¥o) ou f'(xo, ¥o)-
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Diferenciabilidade de Funcées R"” — R™

Definigao (Diferenciabilidade no Sentido de Fréchet)

Sejam U Cc R" abertoe f: U — R e xg € U. Diz-se que f é
derivavel (no sentido de Fréchet) em xg se existir T : R” — R™
linear tal que

im [0 = f(X0) = T- (X~ xo)

=0.
x5 X~ ol
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Diferenciabilidade de Funcées R"” — R™

Proposicao

Com a notagdo acima, se f for derivavel em xy € U, entdo
existe a derivada direcional de f em xo com respeito a todo
v € R", a qual é dada por

of(xp)=T-v.

Em particular, T é unica, e sua matriz na base canénica é dada
por
[Tle = [01f(x0) D2f(X0) -+ Onf(X0)]

i.e a matrix m x n cuja i-ésima coluna é a derivada parcial de f
em xo com respeito a i-ésima coordenada.
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Diferenciabilidade de Funcées R"” — R™

Definicao (Derivada de Fréchet)
Com a notagao acima, se f for derivavel em Xxp:

e atransformacao linear T chama-se derivada de Fréchet de
f em Xxp, denotada por Df(xp) ou f'(xp);

* a matriz da derivada na base candnica, [Df(xp)], chama-se
matriz Jacobiana de f em Xxg;

¢ afungdo linear afim Py : R” — R™ dada por
P1(h) := f(xo) + Df(x0) - h

chama-se polinémio de Taylor de ordem 1 de f centrado
em Xp.
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Integrabilidade Diferenciabilidade TMV

Diferenciabilidade de Fungbes R” — R™

Definicao (Jacobiano)

Sejam U C R" aberto e f : U — R" derivavel em xp. O
determinante da matriz [Df(xo)] chama-se jacobiano de f em
Xp, denotado por Jf(Xp).

Se f tiver componentes fi,...,f, : U — R, também é usual
denotar Jf(xp) = det[Df(xp)] por
8(f‘l 9ty fn) (XO)'

o(X1,...,Xn)
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Exemplos

Exemplo

e Se f:R" — R™ for uma fungéo constante, entdo f é
derivavel em todo xp € R” e Df(xp) € a transformacgéao
linear nula R" — R™.

e Se Se f: R" — R™ for uma transformacao linear, entdo f é
derivavel em todo xg € R"” e Df(xp) = f.
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Propriedades da Derivada de Fréchet

Proposicao
SejamU c R" aberto e f, g : U — R™ derivaveis em xg € U.
Entéo:
e f é continua em Xxy.
® Vo, € R, af + Bg é derivavel em xy e
D(af + 8g)(x0) = aDf(xo) + BDg(Xo)-

Proposicao
Sejam U C R" aberto e f : U — R™ de classe C'. Entdo f é
derivavel em todo xp € U.
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Propriedades da Derivada de Fréchet

Exemplo (coordenadas polares)
Seja ¢ : R? — R? dada por, para todo (r,6) € R?,

o(r,0) := (rcos@,rsinf).
Entdo ¢ € C', logo € derivavel em todo (r,0) € R? e

cosf —rsinf
sin@ rcosf |’

Dot ] = (

Portanto, Jo(r,0) = r.

TMV
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Regra da Cadeia para a Derivada de Fréchet

Teorema (Regra da Cadeia)

SejamU C R" aberto, V C R™ aberto, g : U — R™ derivavel em
X0 €U, ImgcC Vef:V— RK derivavel em g(xp).

Entéo f o g é derivavel em x; e

D(f o g)(%) = Df(g(x0))  Dg(xo).

Em particular,

[D(f © g)(x0)] = [Df(9(x0))] [Dg(x0)]-
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Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV

e Sejam U C R? aberto, ¢ : U — R? de classe C' injetiva,
R c Ue S = ¢(R) c R2. Suponha que tanto R como S
sejam limitados com fronteiras de medida nula e que
f: S — R seja continua.

* Queremos calcular a integral [gf(x, y)dA(x, y) fazendo-se
a mudanca de variaveis (x, y) = ¢(u, v), imitando o TMV
para a integral de Riemann na reta.

e Qu seja, queremos escrever uma igualdade da forma

[ feyaacy) = [ fowv)dc.)
S R

onde “d(...)” é aquilo em que se transforma o “elemento de
area” dA(x,y) ao fazer a referida mudanca de variveis.
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Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV

Para simplificar, suponha que R seja um retangulo

[a, b] x [c,d]. Seja P uma particdo de R e

{Pij |1 <i<m1<j< mj}osretangulos de P. Tome
§=1{¢,11<i<m1<j< mj}pontilhamento de P.
Para1 <i<m,1<j<m,sejaQ;:=y(P;). Se |P| for
suficientemente pequena, é intuitivo que fs fdA seja
aproximada pela soma

m n

> fow(&i)m(Qiy),

i=1 j=1
onde m(Q; ;) denota a area de Q; .
Aproximando ¢ numa vizinhanga de &; ; pelo seu polinébmio
de Taylor de ordem 1 centrado em &;;, Q;; = ¢(P; ) fica
aproximado por ¢(&; ;) + De(&i ) - Pij, 0 qual é congruente
a Dp(&iy) - Pije
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Alguma Intuicdo Geométrica para o TMV
e Como Dy(¢&;) : R? — R? é linear, Dy(¢; ) - P;j é um
paralelogramo cuja area €
|det De(&;,1)Im(Pij) = I (&) Im(Pij).-
e Portanto, fs f dA fica aproximada por

m n

DO fop(&plde(&)m(Pij),

i=1 j=1

a qual é a soma de Riemann relativamente a (P, ¢) da
funcdo fo ¢ |[Jep|.
* Fazendo-se |P| — 0, é intuitivo esperar, pois,

/fdA:/fo¢]J¢| dA.
S R



Teorema de Mudanca de Variaveis

Teorema (TMV)

Sejam U C R? aberto, ¢ : U — R? de classe C' injetiva, R c U
e S = ¢(R) c R?. Suponha que tanto R como S sejam
limitados com fronteiras de medida nula e que f : S — R seja
continua. Entdo

/f(x,y)dA(x,y) :/ f(e(u,v)) [de(u, v)| dA(u, v).
s R

Observacao

A hipo6tese de que f seja continua pode ser relaxada: basta
quef: S — Refoyp:R— R sejam ambas integraveis.
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Teorema de Mudanca de Variaveis

Exemplo (coordenadas polares)

Sejam ¢ : R? — R? dada por ¢(r,0) = (rcos@, rsinf) e U C R?
aberto tal que |y seja injetiva. Suponhaque R C U e

S = p(R) sejam ambos limitados com fronteiras com medida
nula, e que f: S — R seja continua. Entao

/f(x,y)dA(X,y):/ f(rcos@,rsin@)|r| dA(r,0).
S R
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