Integrais Duplas Integrabilidade
000000000000 0000

Calculo Il - Poli - 2020

Glaucio Terra
glaucio@ime.usp.br
https://www.ime.usp.br/~glaucio

Departamento de Matemética
IME - USP

19 de fevereiro de 2020


https://www.ime.usp.br/~glaucio

Integrais Duplas
®00000000000

Integrais Duplas

Definicdo (Retangulos)
Um retangulo ou itervalo bidimensional € um produto /1 x b,
onde /1, b C R sao intervalos.

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)
Seja R = [a, b] x [c, d] um retédngulo compacto.
e Uma particdo de R é um produto P = P; x P, onde
Pi={a=xy <--- < Xm= b} éuma particéo de [a, b] e
P, ={c=yy<--- < yn=d} éuma particdo de [c, d].
e Um pontilhamento da particao P = P; x P> é um produto
& =& x & onde &4 € pontilhamento de P; e £, € um
pontilhamento de P-.
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Particoes e Pontilhamentos (cont.)

Definicao (Particdes e Pontilhamentos)

e Os retangulos ou subintervalos da particao P sao os
produtos Pj := [xi_1,X;] x [yj—1,yj], paral <i<me
1<j<n.

® A norma da particdo P é |P| := max{|P1|, |P2|}.
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Definicao (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Sejam R=[a,b] x [c,d]ef: R— R.
® Dados P = {(x;,y;) |0 <i<m,0<j< n}partichdode Re
{¢j=(& &) |1 <i<m1<j<n} pontilhamento de P, a
soma de Riemann de f com respeito a (P, &) é

S(f,P,¢) : szgl,j (Xi — Xi—1)(¥j — Xj-1)

i=1 j=1

area do (/,j)-ésimo retangulo de P

¢ f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condicao for satisfeita:

I € R,Ve > 0,36 > 0,VP particdo de R com |P| < 6,
v¢ pontilhamento de P, |S(f, P, &) — {| <.

Caso afirmativo, diz-se que / é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposicao
O limite das somas de Riemann de f : [a, b] x [c,d] — R, caso
exista, é unico.

Definicéao (Integral de Riemann)

Se f: [a, b] x [c, d] — R for Riemann-integravel, chamamos o
limite das suas somas de Riemann de integral de Riemann de
f.

Notagao
¢ ff[a,b]x[c,d] f(X> y) dA(va) ou ff[a,b]x[c,d] fdAou

Jatixie.a
* Jabixiea (Y)Y dAX, ¥) OU fia 51 pc.ap FAAOU Jig o -

Teorema (uma condigéo suficiente para integrabilidade)
Sef:[a,b] x [c,d] — R for continua, entdo f é integravel.
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Interpretacdo Geomeétrica

Interpretacdo Geométrica

Seja R:=[a, b] x [c,d]. f: R — R for Riemann-integravel e
maior ou igual a zero, interpretamos [ f dA como o volume da
regido do espacgo

{(x,y,2) eR3 | (x,y) e RO < z< f(x,y)}.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definicdo (Soma superior e inferior)
Sejam f : [a, b] x [c, d] — R uma funcao limitada e P particao
de [a,b] x [c,d] e {P;; |1 <i<m,1<j< n}oconjunto dos
retangulos de P. Definimos a soma superior e a soma inferior
de f com respeito a P, respectivamente, por:
o S(f,P):= 10 Ly MijA(Pi)),
onde M;; := sup{f(x) | x € P;;} e A(P;;) denota a area de
o S(f,P):= 310 X0y mijA(P)),
onde mjj = inf{f(X) ‘ X € P,',j}.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definicao (Integral superior e inferior)

Sejam f : [a, b] x [c, d] — R uma fungao limitada. Definimos a
integral superior e a integral inferior de f, respectivamente, por:
o f[a,b]x[o,d] f:=inf{S(f, P) | P partigao de [a, b] x [c, d]}.

. f[a,b]x[c,d] f:=sup{S(f, P) | P particdo de [a, b] x [c, d]}.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposicao
Sejam f : [a, b] x [c,d] — R limitada e P C Q particbes de
[a, b] x [c,d]. Entdo:

e S(f,P) < S(f, P);

* S(f.P) < 8(f,Q) e S(f. P) > S(f, Q).

Corolario B
Sejaf: [a,b] — R limitada. Entdo [, p.icaif < Jiabixica -
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposicao
Sejaf: [a,b] x [c,d] — R limitada. Entéo f € integravel se, e
somente se, f[a,b]x[q d f= f[a,b]X[C’ q f. Caso afirmativo, tem-se

S N
Jla,b]x[c,d] [a,b] x[c,d] [a,b] x[c,d]

Corolario

Sejaf: [a,b] — R limitada. Entdo f é integravel se, e somente
se, para todo € > 0, existe P particdo de [a, b] x [c, d] tal que
S(f,P) — S(f,P) < e.
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Propriedades da Integral Dupla

e Essencialmente, valem as mesmas propriedades da
integral de Riemann na reta.

e Seja Q = [a,b] x [c,d]. Entdo {f: Q — R | f integravel} é
um subespaco vetorial de R9, e a integral de Riemann é
linear.

* Se f < g s&o ambas integraveis em Q, entéo [,f < [5 9.

¢ Desigualdade triangular: se f e |f| forem ambas
integraveis em Q, entao

}/QfdA} g/oyf\dA.
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)
Sejam Q = [a, b] x [c,d] e f : Q — R integravel.
* Se existirem as integrais iteradas [2[ [ f(x,y)dy] dx,

entao I
/ fdA = / [/ f(x,y)dy] dx.
Q a c

* Se existirem as integrais iteradas fcd [ : f(x,y)dx] dy,

entao g b
/ fdA = / [/ f(x,y)dx] dy.
Q c a
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Teorema de Fubini

Interpretacdo Geométrica
Com a notagao do teorema anterior, se f > 0:

o fab [fcd f(x,y)dy] dx é aintegral em [a, b] da fungéo que
associa x € [a, b] a area da sec¢ao ortogonal ao eixo Ox
passando por x da regido
{(x,y,2) eR®| (x,y) € Q.0 < z < f(x,y)}.

. fcd [f: f(x,y)dx] dy é aintegral em [c, d] da fungéo que
associa y € [c, d] a area da segao ortogonal ao eixo Oy
passando por y da regiao
{(x,y,2) eR3| (x,y) € Q,0 < z < f(x,y)}.
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Conjuntos de Medida Nula

Definicdo (Conjuntos de Medida Nula)

Diz-se que A C R? é um conjunto de medida nula se, para todo
e > 0, existir uma colegdo enumeravel de retangulos (Q));cn tal
que A C UienQi e Y 72y m(Q;) < ¢, onde m(Q;) denota a area
do reténgulo Q.

Observacéao

e >, m(Q;) denota o limite da sequéncia
neNe YT . m(Q).

e E equivalente, na definicdo acima, usar bolas no lugar de
retangulos.

e Conjuntos de contetido nulo: mesma definicao com “finita”
no lugar de “enumeravel”.
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Condicao Necessaria e Suficiente para Integrabilidade

Integrabilidade
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Teorema (critério de Lebesgue)

Sejaf: [a, b] x [c,d] — R limitada. Entéo f é integravel se, e
somente se, o conjunto Dy C [a, b] x [c, d] dos pontos de
descontinuidade de f tiver medida nula.



Integrabilidade
[e]e] o]

Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

1. Conjuntos enumeraveis tém medida nula.

2. A uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem
medida nula.

3. Um subconjunto de um conjunto de medida nula tem
medida nula.

4. A imagem de um conjunto de medida nula por movimentos
rigidos € um conjunto de medida nula.

5. Retas tém medida nula.

6. O grafico de uma fungéo continua [a, b] — R tem medida
nula.

7. Imagens de curvas de classe C' tém medida nula.
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Algumas Propriedades dos Conjuntos de Medida Nula

Interpretagcdo Geométrica

Um subconjunto de R? tem medida nula se, intuitivamente, for
um conjunto de “area” nula.



	Integrais Duplas
	Caracterização da noção de Riemann-integrabilidade

