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Integral de Riemann na Reta (revisao)

Definicdo (Particoes e Pontilhamentos)
Seja [a, b] C R um intervalo.
e Uma particdo de [a, b] € um subconjunto finito P C [a, b]
talqueac Pebe P.
e Dada P={a=xp < x4 <--- < Xp = b} parti¢céo de |[a, b]:
® [xi_1,X], 1 < i< n, chama-se i-ésimo intervalo de P;
® |P| := maxi<i<n(X; — Xi—1) chama-se norma de P;
* uma n-upla ¢ = (&)1<i<n tal que & € [x;_1, X;] chama-se
pontilhamento de P.
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Definicéao (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Seja f:[a, b] — R.
® Dados P ={a=xp < xy <--- < Xp = b} parti¢cao de [a, b]
e & = (&)1<i<n pontilhamento de P, a soma de Riemann
de f com respeito a (P, &) é

f P f Zf gl — Xj— 1
e f diz-se Riemann-integravel se existir o limite das somas
de Riemann de f, i.e. se a seguinte condicao for satisfeita:

I € R,Ve > 0,30 > 0,VP particdo de [a, b] com |P| < 9,
v¢ pontilhamento de P, |S(f, P,&) — 4| <.

Caso afirmativo, diz-se que / é limite das somas de
Riemann de f.
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Proposicao

O limite das somas de Riemann de f : [a, b] — R, caso exista, &
unico.

Definicéao (Integral de Riemann)

Se f: [a, b] — R for Riemann-integravel, chamamos o limite
das suas somas de Riemann de integral de Riemann de f.

Notacao
J2 fou [2f(x)dx.
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Condicdes Suficientes para Integrabilidade

Teorema
Se f: [a,b] — R for continua, entdo f € integravel.

Teorema
Se f: [a, b] — R for limitada e o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f for finito, entéo f é integravel.
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Teorema Fundamental do Calculo

Teorema (TFC, parte |)

Seja f : [a, b] — R integravel. Suponha que exista
F :[a, b] — R continua em [a, b, derivavel em (a, b) e tal que
F' = fem(a,b). Entdo

b
/ f— F(b) - F(a).
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Teorema Fundamental do Calculo

Teorema (TFC, parte Il)

Sejam | C R umintervalo, a€ | e f : | — R continua. Defina
F: 1 — R por, para todo x € 1,

F(x) := /a f.

Entao F é derivavel e F' = f.

Corolario
Toda fungao continua definida num intervalo admite uma
antiderivada.
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Supremo e Infimo de um Conjunto de Nimeros Reais

Definicao (Cota superior e inferior, supremo e infimo)
Seja ACR.

Diz-se que M € R é cota superiorde AseVac A, a < M.
Diz-se que m € R é cota inferiorde AseVae A, m< a.
Se existir uma cota superior de A, diz-se que A é limitado
superiormente; se existir uma cota inferior de A, diz-se que
A é limitado inferiormente. Diz-se que A é limitado se o for
superior e inferiormente.

Diz-se que M € R é supremo de A se for cota superior de
A e se nenhum real menor que M for cota superior de A.

Diz-se que m € R é infimo de A se for cota inferior de A e
se nenhum real maior que M for cota inferior de A.
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Supremo e Infimo de um Conjunto de Nimeros Reais

e Se A C R admitir supremo, ele € Unico e o denotamos por
sup A.

e Se A C R admitir infimo, ele é Unico e o denotamos por
inf A.

Axioma do Supremo

Se A for nao vazio e limitado superiormente, entdo existe o
supremo de A.

Corolario

Se A for ndo vazio e limitado inferiormente, entao existe o
infimo de A.
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Supremo vs Maximo, Infimo vs Minimo

Supremo vs Méaximo
Dados AC Re M € R, M é o maximo de A (NOTACAO: max A)
seM=supAe Mc A

infimo vs Minimo
Dados AC Re me R, mé o minimo de A (NOTAGAO: min A)

sem=infAemcA.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definicdo (Soma superior e inferior)
Sejam f : [a, b] — R uma fungéo limitada e
P={a=xy < x4 <--- < xp,= b} particdo de [a, b]. Definimos
a soma superior e a soma inferior de f com respeito a P,
respectivamente, por:
© S(f,P) := 1Ly Mi(x; — Xi—1),
onde M; ;= sup{f(x) | x € [xi—1,X]}, para1 <i<n.
o S(f,P):= YLy mi(Xi — Xi1),
onde m; := inf{f(x) | x € [X;_1,Xj]}, para1 <i<n.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definicao (Integral superior e inferior)

Sejam f : [a, b] — R uma fungéo limitada. Definimos a integral
Superior e a integral inferior de f, respectivamente, por:

e [2f:=inf{S(f, P) | P particdo de [a, b]}.
o [2f:=sup{S(f,P) | P partigdo de [a, b]}.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposicao
Sejam f : [a, b] — R limitada e P C Q partigées de |[a, b].
Ento:

* S(f,P) < S(f,P);

* S(f,P) < S(f,Q) e S(f,P) > S(f, Q).

Corolario ~
Seja f : [a, b] — R limitada. Entédo [ f < [2f.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposigao
Sejaf [a, b] — R limitada. Entao f é integravel se, e somente
se, fa f= [P . f. Caso afirmativo, tem-se

b b b
==
Ja a a

Corolario

Sejaf: [a,b] — R limitada. Entdo f € integravel se, e somente
se, para todo € > 0, existe P particdo de [a, b] tal que

S(f,P) — S(f,P) < e.
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