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Referência Complementar
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Software de Apoio

: Maxima, a Computer Algebra System

: SageMath

http://maxima.sourceforge.net/
https://www.sagemath.org/
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Integral de Riemann na Reta (revisão)

Definição (Partições e Pontilhamentos)
Seja [a,b] ⊂ R um intervalo.
• Uma partição de [a,b] é um subconjunto finito P ⊂ [a,b]

tal que a ∈ P e b ∈ P.
• Dada P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} partição de [a,b]:

• [xi−1, xi ], 1 ≤ i ≤ n, chama-se i -ésimo intervalo de P;
• |P| := max1≤i≤n(xi − xi−1) chama-se norma de P;
• uma n-upla ξ = (ξi)1≤i≤n tal que ξi ∈ [xi−1, xi ] chama-se

pontilhamento de P.
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Definição (Integrabilidade no sentido de Riemann)
Seja f : [a,b]→ R.
• Dados P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} partição de [a,b]

e ξ = (ξi)1≤i≤n pontilhamento de P, a soma de Riemann
de f com respeito a (P, ξ) é

S(f ,P, ξ) :=
n∑

i=1

f (ξi)(xi − xi−1).

• f diz-se Riemann-integrável se existir o limite das somas
de Riemann de f , i.e. se a seguinte condição for satisfeita:

∃` ∈ R, ∀ε > 0,∃δ > 0, ∀P partição de [a,b] com |P| < δ,

∀ξ pontilhamento de P,
∣∣S(f ,P, ξ)− `

∣∣ < ε.

Caso afirmativo, diz-se que ` é limite das somas de
Riemann de f .
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Proposição
O limite das somas de Riemann de f : [a,b]→ R, caso exista, é
único.

Definição (Integral de Riemann)
Se f : [a,b]→ R for Riemann-integrável, chamamos o limite
das suas somas de Riemann de integral de Riemann de f .

Notação∫ b
a f ou

∫ b
a f (x) dx .



Bibliografia Integral de Riemann

Condições Suficientes para Integrabilidade

Teorema
Se f : [a,b]→ R for contínua, então f é integrável.

Teorema
Se f : [a,b]→ R for limitada e o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f for finito, então f é integrável.
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Teorema Fundamental do Cálculo

Teorema (TFC, parte I)
Seja f : [a,b]→ R integrável. Suponha que exista
F : [a,b]→ R contínua em [a,b], derivável em (a,b) e tal que
F ′ = f em (a,b). Então∫ b

a
f = F (b)− F (a).
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Teorema Fundamental do Cálculo

Teorema (TFC, parte II)
Sejam I ⊂ R um intervalo, a ∈ I e f : I → R contínua. Defina
F : I → R por, para todo x ∈ I,

F (x) :=
∫ x

a
f .

Então F é derivável e F ′ = f .

Corolário
Toda função contínua definida num intervalo admite uma
antiderivada.
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Supremo e Ínfimo de um Conjunto de Números Reais

Definição (Cota superior e inferior, supremo e ínfimo)
Seja A ⊂ R.
• Diz-se que M ∈ R é cota superior de A se ∀a ∈ A, a ≤ M.
• Diz-se que m ∈ R é cota inferior de A se ∀a ∈ A, m ≤ a.
• Se existir uma cota superior de A, diz-se que A é limitado

superiormente; se existir uma cota inferior de A, diz-se que
A é limitado inferiormente. Diz-se que A é limitado se o for
superior e inferiormente.
• Diz-se que M ∈ R é supremo de A se for cota superior de

A e se nenhum real menor que M for cota superior de A.
• Diz-se que m ∈ R é ínfimo de A se for cota inferior de A e

se nenhum real maior que M for cota inferior de A.
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Supremo e Ínfimo de um Conjunto de Números Reais

• Se A ⊂ R admitir supremo, ele é único e o denotamos por
supA.
• Se A ⊂ R admitir ínfimo, ele é único e o denotamos por
inf A.

Axioma do Supremo
Se A for não vazio e limitado superiormente, então existe o
supremo de A.

Corolário
Se A for não vazio e limitado inferiormente, então existe o
ínfimo de A.
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Supremo vs Máximo, Infímo vs Mínimo

Supremo vs Máximo
Dados A ⊂ R e M ∈ R, M é o máximo de A (NOTAÇÃO: maxA)
se M = supA e M ∈ A.

Ínfimo vs Mínimo
Dados A ⊂ R e m ∈ R, m é o mínimo de A (NOTAÇÃO: minA)
se m = inf A e m ∈ A.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definição (Soma superior e inferior)
Sejam f : [a,b]→ R uma função limitada e
P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} partição de [a,b]. Definimos
a soma superior e a soma inferior de f com respeito a P,
respectivamente, por:
• S(f ,P) :=

∑n
i=1 Mi(xi − xi−1),

onde Mi := sup{f (x) | x ∈ [xi−1, xi ]}, para 1 ≤ i ≤ n.
• S(f ,P) :=

∑n
i=1 mi(xi − xi−1),

onde mi := inf{f (x) | x ∈ [xi−1, xi ]}, para 1 ≤ i ≤ n.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Definição (Integral superior e inferior)
Sejam f : [a,b]→ R uma função limitada. Definimos a integral
superior e a integral inferior de f , respectivamente, por:
•
∫ b

a f := inf{S(f ,P) | P partição de [a,b]}.
•
∫ b

a f := sup{S(f ,P) | P partição de [a,b]}.
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposição
Sejam f : [a,b]→ R limitada e P ⊂ Q partições de [a,b].
Então:
• S(f ,P) ≤ S(f ,P);
• S(f ,P) ≤ S(f ,Q) e S(f ,P) ≥ S(f ,Q).

Corolário
Seja f : [a,b]→ R limitada. Então

∫ b
a f ≤

∫ b
a f .
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Soma superior e inferior, Integral superior e inferior

Proposição
Seja f : [a,b]→ R limitada. Então f é integrável se, e somente
se,

∫ b
a f =

∫ b
a f . Caso afirmativo, tem-se∫ b

a
f =

∫ b

a
f =

∫ b

a
f .

Corolário
Seja f : [a,b]→ R limitada. Então f é integrável se, e somente
se, para todo ε > 0, existe P partição de [a,b] tal que
S(f ,P)− S(f ,P) < ε.
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