TEOREMA 1 (Fubini). Sejam @ = [a,b] X [¢,d] e f : Q — R integrdvel no
sentido de Riemann.
e Se existirem as integrais iteradas fab [ fcd f (x,y)dy] dz, entao

/QfdA _ /ab[/cdﬂx,y)dy]dw

o Se existirem as integrais iteradas fcd U: f(x,y)dm} dy, entao

/QfdA - /Cd[/abﬂx,y)dx}dy

Notagdo. Dado A C R?, denotamos por x4 : R? — R a funcdo caracteristica
de A, i.e. a fungao dada por xa(z):=1sex € Ae xa(z) :=0sex ¢ A.

Demonstracao. Seja { = fQ fdA. Dado e > 0, existe P = P; x P, particao
de @ tal que
(—e<S(f,P)<t<S(f,P)</l+e.
Sejam (P;;)1<i<mi<j<n 0s retangulos de P, m;; := inf{f(z) | € P,;}
e M;; = sup{f(z) | € P }. Defina s = > " > mijxp, e S =
> im1 2je1 Mijxp, ;, de modo que

S(f,P) = /sdA / / (2, y)dy] dz,
g(f,P):/QSdA:/a [/c S(z,y)dy|dz

Para z € [a,b]\ P, (i.e. no complementar de um conjunto finito em [a, b]) as
desigualdades s(x,-) < f(x,-) < S(z,-) valem em todo ponto de [¢, d]\ P, (i.e.
no complementar de um conjunto finito, o qual tem medida nula). Portanto,
tendo em vista que as integrais iteradas de f existem (por hipétese), segue-se
da monotonicidade da integral de Riemann que, para todo z € [a,b] \ P,

/ sy < / " flay)y < / " Sy,

Dai, novamente por monotonicidade,

//Sxydy S(f,P) </l+e.

Portanto, [¢ — fa Uc f(z,y)dy|dz| < e. Pela arbitrariedade do ¢ > 0

tomado, conclui-se que ¢ = fab [ fcd f(z,y)dy]dz, donde a tese.
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