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§1. SISTEMAS FINITOS DE PONTOS MATERIAIS

Consideremos um sistema de N pontos materiais no espaco tridi-
mensional, o qual modelaremos por uma N-upla de pontos (¢?);<i<n
em R3, chamada de configuracdo inicial do sistema de N pontos, e por
uma N-upla (m;)1<i<n, onde m; > 0 é a massa do i-ésimo ponto, para
1 <i < N. A evolucao temporal do sistema de N pontos sera descrita
por uma N-upla de fungdes hordrias (¢;)1<i<n, i.e. paral <i < N,
¢ : R — R? é a funcao que a cada instante ¢ € R associa a posicao
q;(t) do i-ésimo ponto no instante ¢, com ¢;(0) = ¢°. As fungoes ¢
serao obtidas como solucoes de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias (EDO’s) de segunda ordem, conforme descrito abaixo, dado
pela segunda lei de Newton; em particular, serao derivaveis ao menos
até segunda ordem. Como ¢ usual em Mecanica, usamos pontos no
lugar de linhas para denotar derivadas temporais, i.e. as derivadas pri-
meiras dessas fungoes horarias serao denotadas por ¢; e as derivadas
segundas por ¢;.

Em cada ¢;, 1 < i < N, atua uma “for¢a externa” f; e “forcas
internas” r;;, 1 < j < N (r;; é interpretada como a forca exercida pelo
ponto material g; sobre o ponto material ¢;). Precisamente:

e As f,’s sdo funcoes, a valores em R?, do tempo, posicao e velo-
cidade do i-ésimo ponto material, i.e. f; : R x R3 x R3 — R3,
interpretando-se f;(t, ¢, v) € R como sendo a forga que atua no
i-ésimo ponto no instante ¢ caso sua posigao seja ¢;(t) = ¢ e sua
velocidade ¢;(t) = v.

e Analogamente, as r;;’s sao fungoes, a valores em R* do tempo,
posicao e velocidade do i-ésimo e j-ésimo pontos materiais, i.e.
ri; o R x (R)* — R3, interpretando-se 7(t, q,v,p,w) € R?
como sendo a forca que o j-ésimo ponto exerce no i-ésimo ponto
no instante t caso ¢;(t) = ¢, ¢;(t) = v, ¢;(t) =p e ¢;(t) = w.
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Por simplicidade de notagao, omitiremos os argumentos das fungoes
fi e ri;, sempre que ficar claro em quais pontos dos respectivos dominios
essas funcoes devem ser calculadas. Além disso, assumiremos, em vir-
tude do principio de agdo e reagdo, que 1;; = —rj (em particular,
ry = 0 para 1 < i < N) e que, para cada (t,p,v,q,w) € R x (R®)4,
a direcdo de r;;(t, ¢, v, p,w) coincida com a de p — ¢ (i.e. os vetores
ri;i(t,q,v,p,w) e p — ¢ sdo linearmente dependentes). Finalmente, as-
sumiremos que as fungdes f; e r;; sejam suficientemente regulares (por
exemplo, basta que sejam de classe C!) para garantir a existéncia e
unicidade de solugoes do sistema de EDO’s de segunda ordem dado
pela lei de Newton

N
(1) fi+ZTij:midi7 1<i<N,

j=1

com condigoes iniciais (i.e. posi¢ao e velocidade inicial de cada ponto
material) dadas. A existéncia e unicidade de tais solugbes serd con-
sequencia do teorema de existéncia e unicidade para equacgoes diferen-
ciais ordindrias (a ser visto no Célculo IV). Note que, como (7;;)1<i j<n
¢é antissimétrica, somando as equagoes em (/1)) obtém-se

N N
(2) S h=Y mid = Zmz iz Milli _ yres.
=1 =1

z 1 m;
N . :
onde M =) ".", m; é a massa total do sistema e

N
(3) G — Zi:l migi
N
D i1 ™M
é o centro de massa do sistema. Ou seja, o centro de massa do sistema
evolui temporalmente segundo a EDO de segunda ordem dada pela lei
de Newton, considerando que o mesmo tenha massa igual a massa total

do sistema e sob o mesmo atue a for¢a externa total Zf;l fi.
Além disso:

1) Defina o momento angular total em rela¢ao a origem L por

N
(4) L= Z(h‘ X M.
=1

Assumindo que valha (|1)), tem-se

N
:ZQixmiQZ ZQZsz—I'ZZ%XTW
=1

i=1 j=1
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Como assumimos 7;; = —7;; linearmente dependente com ¢; — g;
(pelo principio de agao e reagao), obtém-se

N N
ZZ%XT@-: Z ¢ X Trij + Z G X 15 =

i=1 j=1 1<i<j<N 1<j<i<N
(5) = D laxrytaxr=
1<i<j<N
= Z (QZ — qj) X rij =0.
1<i<j<N
Portanto,
N
dL
(6) = =D _aixf
i=1

i.e. a derivada temporal do momento angular total em relacao a
origem é a soma dos torques das forcas externas em relacao a origem.

2) Também é til considerar o momento angular total em relagao a
P = P(t), onde P(t) é uma curva derivdvel até segunda ordem a
valores em R3, definido por

(7) Lp:= Z(qi — P) x my(¢; — P).

Tem-se

= (g — P)xmiGi — Y (g — P) x m;P.

i=1 i=1

Queremos que a segunda parcela do segundo membro acima seja
nula; isso ocorre, por exemplo, se P = ( (i.e. P evolui temporal-
mente com velocidade constante) ou se P(t) = G(t), i.e. se P coinci-
dir com o centro de massa G (pois, nesse caso, Zi]il(qi—P) x m;P =
(ZZN:1 mi(q; — G)) x G = (MG — MG) xG = 0). Assumiremos,
pois, que uma dessas condigoes se verifique, i.e. assumiremos que
P =0 ou que P = G. Assim sendo, e assumindo que valha a
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equacao de Newton , obtém-se

N
:Z(Qi—P)Xmiiii:
1

dLp
dt

(2

N

(Qi—P)Xfi—FZ(qZ-—P)erij:

=1

N N N N
(Qi_P)Xfi‘{’zzqixrij—PXZan:
i=1 j=1 i=1 j=1
—0 por @) %

M-

.
I
_.

M-

-
Il
—

(@ — P) x fi.

M-

Il
—

2

Em suma, se P = 0 ou se P coincidir com o centro de massa, a
derivada temporal do momento angular total em relagao a P ¢é a
soma dos torques das forcas externas em relacao a P.

1. Caso de um corpo rigido.

Suponha que o sistema de N pontos materiais seja um corpo rigido,
i.e. a evolugao temporal do sistema governada pela lei de Newton (|1]) se
d4 por isometrias R? — R?, no sentido de que, para cada instante t € R,
existe ¢; : R* — R3 isometria tal que ¢y = idps e, para 1 < i < N,
¢i(t) = ¢¢(q?), onde a N-upla (¢?)1<;<n descreve as posigoes iniciais dos
pontos materiais, conforme a notacao fixada anteriormente. Usaremos
a notagao ¢(t, ) := ¢y(x), de modo que ¢ : R x R® — R3.

Como toda isometria R" — R™ é a composta de uma translagao
com uma transformacao linear ortogonal, podemos escrever, para todo
t€Retodox € R3,

o(z) = R(t) -z + O(t),

onde O(t) € R® e R(t) € O(3), i.e. R(t) é uma transformacao linear
ortogonal R?* — R3. Note que, como ¢y = idgs, tem-se O(0) = 0 e
R(0) = idgs; além disso, para todo t € R, O(t) = ¢(0), i.e. O(t)
descreve a evolucao temporal da origem pelo movimento rigido. As-
sumiremos que as curvas O : R - R3 e R : R — O(3) C RY sejam
derivaveis ao menos até segunda ordem. Em particular, det R(t) é uma
funcao continua e s6 pode assumir valores 1 ou —1 (por ser uma trans-
formacao ortogonal); entao deve ser constante (em vista do teorema do
valor intermedidrio) e igual a 1 (porque vale 1 em ¢t = 0). Ou seja, R(?)
toma valores no conjunto SO(3) das transformagoes lineares ortogonais
com determinante 1.

PROPOSIGAO 1. Para todot € R, as matrizes R(t)R(t)~" e R(t)"'R(t)
sa0 antissimétricas.
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Demonstragao. Dados 2,y € R? e t € R, derivamos em t os dois mem-
bros da identidade (R(t) -z, R(t) - y) = (z,y), obtendo-se

(9) (R(t) -z, R(t) - y) + (R(t)z, R(t) - y) = 0.
Como R(t)* = R(t)7", segue de (9) que
(R()TR(L) - 2, y) + (z, R(t) T R(L) - y) = 0,

mostrando, pela arbitrariedade de z,%y tomados em R? que R(t) ' R(t)
¢ antissimétrica.

Reaplicando-se o argumento para R(t)* no lugar de R(t) (o que po-
demos fazer, pois R(t)* = R(t)"' € SO(3)), e tendo em conta que
LIR(t)*] = [4 R(t)]* (pela linearidade da operacao de adjuncio) e que
[R(t)*]~" = [R(t)"']*, conclui-se que [R(t)"']*R(t)* é antissimétrica,
portanto sua adjunta R(t)R(t)~' também o é. O

PROPOSIGAO 2. Seja s0(3) o conjunto das matrizes antissimétricas
3 X 3 com entradas reais. FEntdo s0(3) é um subespago vetorial do
espaco vetorial real de todas as matrizes 3 X 3 com entradas reais, e
existe um tinico isomorfismo linear ¥ : s0(3) — R3 tal que, para todo
A € 50(3) e todo v € R3,

A-v=1(A) xwv,

onde 0 “xX” no seqgundo membro denota o produto vetorial. Além disso,
para quaisquer A, B € s0(3), U satisfaz

U(AB — BA) = U(A) x U(B).

Demonstragao. E claro que so0(3) é um subespago vetorial do espago
vetorial real de todas as matrizes 3 X 3 com entradas reais.
Sejam (ey, e, €3) a base canonica de R3 e

00 0
=00 —1|,B,=1]0
0 1

Entao (Ei, Es, E5) é base de s0(3) e, se existir W linear satisfazendo
a condigdo enunciada, necessariamente devemos ter W(FE;) = e; para
1 < i < 3, de modo que V¥ fica univocamente determinada e dai a
unicidade. Para provar a existéncia, defina ¥ na base (F1, Es, E3) por
estas igualdades e estenda ¥ a uma aplicagao linear so0(3) — R3. Entao
é claro que ¥ é um isomorfismo linear (pois leva base em base) e:
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1) VA= 30 o'E; €50(3), Vo =Y ] vie; € R,

3 3
A~v:ZZaivjEi~ej:

i=1 j=1

3 3
:E g a'vle; X -e; =

i=1 j=1

= V(A) x .

2) A relagao ¥(AB — BA) = U(A) x U(B) vale por um calculo direto
quando A e B sao vetores da base (Fy, Fs, E3); por linearidade, vale
para quaisquer A, B € s0(3).

g

Combinando-se as duas proposicoes anteriores, conclui-se que, para
todo t € R, existe um tinico vetor w(t) € R? tal que, para todo v € R3,

ROR()™ v =w(t) xv.

Ou seja, com a notagao do exercicio anterior, w(t) = \I/(R(t)R(t)*l).
Além disso, como ¥ é um isomorfismo linear (em particular, é de classe
C™) e a inversao de matrizes é de classe C*, segue da regra de Leibnitz
e da regra da cadeia que a classe de diferenciabilidade de t € R +—
w(t) € R? é a mesma de t — R(t) (portanto, é derivavel ao menos até
ordem 1).

DEFINIGAO 1. Com a notagdo acima, chamamos w(t) de vetor velo-
cidade angular do movimento rigido ¢;. O vetor Q(t) := R(t)™ - w(t)
chama-se vetor velocidade angular no referencial atrelado ao corpo do
movimento rigido ¢;.

Note que todo A € SO(3) preserva o produto vetorial, no sentido de
que, para todos v,w € R3 A-(vxw) = (A-v)x(A-w) (prove isso
como exercicio). Dai, para todo t € R e todo v € R3,

logo Q(t) = W (R(t)'R(t)).
A nomenclatura “vetor velocidade angular” se justifica pela segunda
das igualdades abaixo (obtida por deriva¢ao em ¢ dos dois membros da
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primeira igualdade). Para todo t € R e todo = € R?, temos:
¢(t,x) = R(t) - = + O(1),
Op(t,x) = R(t) -+ O(t) =
RORE)™ - R(t) -2+ O(t) =
w(t) X (¢u(z) — O(t)) + O(t).

Em particular, o que vai acima vale para z = G° (onde G° := G(0)
denota a posi¢do inicial do centro de massa) ou para z = ¢7, para
1 <i < N, de modo que, calculando-se as diferengas ¢(t, ¢°) — ¢(t, G°)
e 0,0(t, ) — Oip(t, G°), obtém-se

q:(t) — G(t) = R(t) - (¢} — G°),
Gi(t) = G(t) = w(t) x (q:(t) — G(t)) = R(t) - (A1) x(¢) — G")).
Portanto, de obtém-se:

(10)

(11)

La(t) =Y mi(ai(t) — G(t) x (¢:(t) — G(t)) =
(12) -
= R(t) - > mal(a) — G°) x () x(qf — G°))].

Isso nos motiva a fazer a seguinte:

DEFINIGAO 2. Para cada ponto x € R3 (destaquemos os casos © = 0
ouz = G° i.e. a origem ou a posi¢io inicial do centro de massa),
definimos o operador linear I, : R? — R3 por, para todo v € R3,

Z,wv:= Zmi[(q? — ) x(vx(q) — z))].

Chamamos I, de operador de inércia relativo a x do corpo rigido
{@,...,q%}. Para x =0, usaremos a notagio I no lugar de L.

Notagio. Denotaremos por (-, ) o produto interno usual do R3.

Exercicio 1. Para todos u,v,w € R3, (uxv,w) = (u,vxw). Su-

gestao: {(uxv,w) = detu,v,w], i.e. o determinante da matriz cujas
colunas sao as matrizes de u, v, w na base canonica.

Fisicamente, se v € R? for unitdrio, interpretamos (Z, -v,v) como
sendo o momento de inércia do corpo rigido relativamente ao eixo que
passa por x na direcao dada por v; isso decorre do fato de que, para
1<i<N, (v,(¢ —2) x(vx(¢) —))) = lox (¢ — 2)||* (cf. exercicio
acima) ¢ o quadrado da distancia de ¢ ao referido eixo.
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Com a defini¢ao acima, podemos reescrever o momento angular total
do corpo rigido {¢?,...,q¢%} em relagdo ao centro de massa G, dado
por (12, em termos do operador de inércia Zgo:

(13) (Vt € R) L (t) = R(t) Teo Q).

Também podemos desfrutar do operador de inércia para escrever
uma férmula 1til para a energia cinética associada ao movimento rigido
¢y, 1.e. a funcao K : R — R dada por, para todo t € R:

N g

K(t) =) gmillas()”

=1

Do exercicio (1| e de ([11)), obtém-se (verifique os detalhes da segunda
igualdade):

(14)

2K(t) = D millR(E) - (1) x (! = &) + C0)|* =

= (Q(), Zmi(q? — G%) < (Qt) x (¢ = G%)) + MIIG®)|* =
= (Zoo -Q(1), (1)) + M| G()|I*.

PROPOSICAO 3. Para todo v € R3, o operador de inércia I, € auto-
adjunto (com respeito ao produto interno usual do R3) e positivo semi-
definido. Além disso, se ao menos dois dos vetores ¢° —x, 1 <i < N,
forem linearmente independentes, entao I, € positivo definido.

Demonstragao. Recorde a identidade satisfeita pelo duplo produto ve-
torial em R?, i.e. para todos A, B,C € R3, tem-se

(15) Ax(BxC)=(A,C)B— (A, B)C.

Segue desta identidade que, para todos v, w € R3,

(T, v,w)

M-

mi{(q; — z) x (v x(q] — 7)), w) =

i=1

-

mi((q) — 2, g7 — 2)(v,0) — (¢} — 2, v)(g] — z,w)),

=1

e cada parcela do dltimo membro acima é simétrica em v e w, de modo
que o somatorio também coincide com (v,Z, -w).



DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS PARA ALUNOS DE CALCULO III 9

Além disso, para v = w, obtém-se

(T, v,0) = ZW((QE’ —x,q) — x)(v,v) — (¢} —z,0){q) — x,v)) =

N
= > mill(¢} — ) xv|? >0,
i=1

portanto Z, é positivo semidefinido. Se valer a igualdade, i.e. se
(Z,-v,v) = 0, deveremos ter (¢ — z)xv| = 0 paral < i < N,
portanto (¢ —x) x v = 0 para 1 < ¢ < N. Com a hipétese de que ao
menos dois dos vetores ¢) — x, 1 < i < N, sejam linearmente indepen-
dentes, conclui-se que v deve ser zero caso valha a igualdade. Portanto,
T, é positivo definido, como afirmado. O

Em particular, o operador de inércia Z, é diagonalizavel, com au-
tovalores positivos, e existe uma base ortonormal de R? formada por
autovetores de Z,.

DEFINICAO 3. Com a notagdo acima, 0s autovalores e autovetores do
operador de inércia L, chamam-se, respectivamente, momentos princi-
pais de inércia e diregoes principais de inércia do corpo rigido {q?, ..., q%}
relativamente a x.

PROPOSIGAO 4 (teorema de Steiner). Para todos z,v € R3,

Zpv="ZTg v+ M[(G"—2)x(vx(G°—1x))].

Em particular, para v € R3 unitdrio, obtém-se (Z, -v,v) = (Zgo -v,v)+
M|lv x(G°—z)||?, i.e. “o momento de inércia relativamente ao eixo que
passa por z na direcao de v é o momento de inércia relativamente ao
eixo que passa por G° na direcao de v mais a massa total vezes o
quadrado da distancia de G° ao eixo que passa por z na direcao de v”.
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Demonstracao.

(Vo €R?) T, v = Zmi[(q? — ) x(vx(q) —x))] =

=Y mi[(@) — G+ G —a) x(vx(¢) = G+ G —a))] =

=D mil(a? = G%) x (v x(af = G")]+

M[(G° —z) x (v x(G* —2))]+
+(G” —2) x (v x Zmi(qg —G%))+

=1
NS >
Vv

+

S 6 (o) -

=TZqo ~v+]_\4[(GO — ) x(vx(G° —2))].
U

Obteremos agora equagtes de movimento para o corpo rigido {¢?, ..., q%}.
Em vista de (10]), tem-se, para todo ¢ € R e para todo z € R3,

di(z) = R(t) - (x — G°) + G(2).
O movimento rigido ¢, fica determinado, portanto, por R(t) e G(t). Ou
seja, descrever a evolugao temporal do corpo rigido sob estudo significa
encontrar equagoes diferenciais para R(t) e G(t) que as determinem
(com condigoes iniciais adequadas).

A primeira equacgao é . Obteremos a segunda a partir de (8)) com
P =G ede (13):

N o dLG
;(Qi(t) —G(t) x fi = Tl

= R(t) Teo -Q(t) + R(t) Lo -Q(2).

Aplicando-se R(t)™! a ambos os membros, obtém-se:
N
Lo -QUt) + Q) x (Zoo Q1)) = (qf = G°) x R(t)™" - fi.
i=1
Assumiremos que o operador de inércia Zqo seja definido positivo; é o
caso, por exemplo, se valer a hipétese da proposigao 3] i.e. se ao menos
dois dos vetores ¢ —G°, 1 <4 < N, forem linearmente independentes.
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Até aqui, consideramos as f;’s como fungoes do tempo, posicao e
velocidade do i-ésimo ponto material, ou seja, de t,q;,¢;; como g; e
¢; podem ser escritas como fungoes de R, Q, G e G (estamos assu-
mindo que a configuracao inicial (¢?);<;<y ¢ dada), podemos fazer a
composicao dessas funcoes e escrever f; como funcio de t, R, Q, G, G
(e usaremos o mesmo simbolo f; para a fungao composta). Assumindo
que as funcgoes f; = fi(t,R,Q, G, G) sejam suficientemente regulares
(digamos, basta que sejam de classe C!, o que é o caso se as fungoes
/i dadas inicialmente também o forem) de modo a valer o teorema de
existéncia e unicidade para equacoes diferenciais ordinarias, conclui-se
que a terna (G(t), R(t),(t)) ¢ a tnica solu¢ao do sistema de EDO’s

(16)
G=L>N f(t,RQGG)
R = RU1Q)
o Q+ Q% (ZeoQ) =N (0 —G) xR fi(t, R,Q,G,G)

com condigdes iniciais G(0) = G°, G(0), R(0) = idgs e 2(0). Recorde
que M = YN m; é a massa total do corpo rigido ¢ ¥ : so(3) —
R3 é o isomorfismo linear definido na proposicao [2 I Além dlSSO note
que, como o operador de inércia Zgo é definido positivo, em partlcular
¢ inversivel, de modo que podemos multiplicar os dois membros da
ultima equacao por IGO e escrever ) como funcio de t R.Q,G, G, iec.
a equacao pode ser colocada na forma normal e é de fato um
sistema de EDO’s na forma normal para o qual o teorema de existéncia
e unicidade pode ser aplicado.

O movimento rigido ¢, fica univocamente determinado, pois, pelas
equacoes [16[ com as condic¢oes iniciais dadas; chamamos tais equagcoes
de equagoes de movimento do corpo rigido {¢?,...,q%}.

Finalmente, note que, no caso de um sistema livre, i.e. se as f;’s
forem todas nulas, a tltima equacao se desacopla do sistema e se escreve

(17) Teo Q2+ Qx(Zao-Q) =0,

conhecida como equac¢ao de Euler para o corpo rigido.

2. Caso de um corpo rigido com um ponto fixo.

Caso o movimento rigido admita um ponto fixo, as equagoes de mo-
vimento ficam mais simples se considerarmos o momento angular total
em relagao a esse ponto. Fazendo-se uma translagao do sistema de
coordenadas, se necessario, assumiremos que o ponto fixo é a origem.
Assim sendo, em , O(t) = 0, de modo que, para todo ¢t € R e todo
x € R3,
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(18) B16(t,7) = w(t) x u(x) = R(1) - (At) x ).

Nesse caso, a energia cinética é dada por, para todo t € R,

K(t) = Z %mquz(t)HQ =
= L - @) < )"
=3 Sl < ¢ ="

i=1

)680(3)

N[ —

=

N | —

mi(Q(t), ¢ x (At) x ¢})) =

(Z-Q(t),Q(t)),

onde Z = 7, é o operador de inércia com respeito a origem.
De e , o momento angular total em relacao a origem é dado
por, para todo t € R,

~

| —

qu x mgi(t) =

— ZR(t) . [q? X mi(Q<t) X q?)} -
— E(t)I-Q(t).

Portanto, em vista de @, para todo t € R,

N
= ) x f;
i=1

donde, aplicando-se R(t)~! a ambos os membros,

N
=Y @’ xRt
=1

Assumindo que Z seja definido positivo (é o caso se valer a hipétese
da proposigao [3| por exemplo), conclui-se, como na subsecao anterior,
que (R(t),Q(t) ¢ a unica solucao do sistema de EDO’s de primeira
ordem
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R=RU(Q)

20 .
(20) IQ+Ox(Z-Q) =" xR f(t,R,Q)

com condicoes iniciais R(0) = idgs e £2(0).

§2. DISTRIBUICOES DE MASSA CONTINUAS

Substituiremos agora o corpo rigido {¢?,...,¢"} (que corresponde a
uma distribuicao de massa “discreta”[[) por uma distribuicao de massa
“contfnua” (i.e. dada por uma densidade p(z)dzr em R¥)). Conside-
raremos apenas distribuicoes de massa que sejam dadas por “medidas
de volume”, mas nao ha dificuldade alguma em generalizar o que se-
gue para distribuicoes de massa mais gerais — por exemplo, se forem
dadas por “medidas de superficie” (i.e. o corpo rigido tem sua massa
distribuida ao longo de uma superficie mergulhada em R?). Essenci-
almente, a deducao das equagoes de movimento ¢ a mesma da secao
anterior, substituindo-se os somatorios que aparecem no caso discreto
por integrais no presente caso, obtidas através das aproximagoes usuais
por meio de somas de Riemann. Os detalhes seguem abaixo.

1) A configuragao inicial do corpo rigido é um conjunto limitado B C
R? com fronteira de medida nulaf’} i.e. um subconjunto limitado do
R3 cuja funcao caracteristica seja Riemann-integravel.

2) A densidade ou distribui¢ao de massa na configuracao inicial é uma
funcao Riemann—integréve]ﬁ p: B — [0,00). Por conveniéncia, es-
tendemos p a uma funcao R?* — R, definindo-a como sendo zero no
complementar de B.

Para cada B C B com fronteira de medida nula, a massa de B é

m(B) = /B p(2)dz.

Estendemos a definicdo acima para um conjunto B C R? com fron-
teira de medida nula, usando a mesma férmula; ou seja, m(B) =
m(B N B).

Chamamos m(B) de massa total do corpo rigido. Assumiremos
m(B) > 0. Definimos o centro de massa G° da configuragao inicial

Iprecisamente, dada por uma soma finita de medidas de Dirac.

2ou, para quem ja estudou a teoria da medida e integracao, dada por uma medida
absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue.

3para quem ja tiver estudado teoria da medida e integracao, tome B um boreliano
limitado.

4ou, seguindo a nota anterior, a distribuicao de massa é uma medida p = pdz
absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue, concentrada em B; aqui,
p é uma funcao nao-negativa Lebesgue-mensuravel - a derivada de Radon-Nikodym
de p em relagao a medida de Lebesgue.
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por

GY = —fB zp(z)de € R

m(B)

Como na situacao da distribuicao de massa discreta descrita na secao
anterior, a evolucao temporal do corpo rigido seré descrita por uma
familia (¢;)icr de movimentos rigidos, i.e. para cada t € R, uma
funcao ¢, : R?* — R3 da forma

(Vo € R?) ¢y() = ¢(t, x) = R(t) -x + O(t),

onde R(t) é uma curva a valores em SO(3) com R(0) = idgs e O(t) =

¢¢(0) é uma curva a valores em R*® com O(0) = 0, a qual descreve

a evolucao temporal da origemﬂ. Suporemos que essas curvas sejam

diferenciaveis ao menos até segunda ordem.

Como na definigao |1} w(t) = \I/(R(t)R(t)_l) é o vetor velocidade
angular do movimento rigido (onde ¥ : s0(3) — R3 é o isomor-
fismo linear definido na proposicdo [2), e Q(t) = R(t)™' - w(t) =
\II(R(t)*lR(t)) é o vetor velocidade angular no referencial atrelado
ao corpo do movimento rigido ¢.

Para obter equagoes de movimento que determinem a evolucao
temporal do corpo, encontraremos, como no caso discreto, um sis-
tema de EDO’s para a terna (G(t), R(t), ©(t)) com condicdes iniciais
adequadas, onde G(t) = ¢;(GY).

Considere uma familia de movimentos rigidos (¢;);er, com ¢ : R X

R3 — R3 dada por ¢(t,x) = ¢;(x), como no item anterior. Pela

hipdtese assumida no item anterior, ¢ admite derivada parcial com

respeito a t até ordem 2, em todo (t,z) € R3 Em fungao de ¢,
definimos:

a) A densidade ou distribuicao de massa no instante t é a fungao
Riemann-integravel p;, := po ¢;* : R® — R3 Como anterior-
mente, a partir de p; definimos a massa com respeito a confi-
guracao no instante ¢t de Y C R3 com fronteira de medida nula
como sendo m(Y) := [, pi(x)dz. Note que, como a derivada de
Fréchet de ¢; coincide com R(t), o Jacobiano de ¢; é dado por

J ¢ = |det Doy, = det R(t) = 1.

Sa ideia subjacente ao nosso modelo é que o “movimento fisico” do corpo fica

determinado pela familia (¢¢)ier; por exemplo, no instante ¢t € R, a configuracao
do corpo serd ¢:(B), a posi¢ao da ponto do corpo = € B na configuragao inicial serd
¢+(x), e sua velocidade nesse instante serd 0:¢(t, z), etc.
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Portanto, pelo teorema de mudanca de variaveis, para todo B C
B com fronteira de medida nula, tem-se

mi(é(B)) = /¢ " pu()dz ™Y

_ / o1 0 du(y) I dnly)dy =
B —————

=p(y)

= /Bp(y)dy = m(B),

o que significa que a massa ¢ conservadaﬁ pelo movimento rigido
Pt

b) Dado um ponto z da configuragao inicial B, a posi¢cdo de x no
istante t e a velocidade de x no instante t sao dadas por, res-

pectivamente:
di(x) = ¢(t,x) = R(t) - = + O(t),
vi(x) = 0ip(t,x) = R(t) -2 + O(t) =
=ROR)™" RE) -z +O0(t) =
(22) NS

=¢t(x)—O(t)
w(t) x (¢u(x) — O(t)) + O(t) =
(t) - (2t) x ) + O(1).

Por conveniéncia, usaremos a mesma nomenclatura para todo
r € R?, ndo necessariamente na configuracao inicial B. O campo
de vetores v; : R?* — R? assim definido chama-se campo de velo-
cidadeﬂ do corpo rigido.

Em particular, se aplica para z = G, donde se conclui que,
para todo t € R e todo z € R3,

$(z) — G(t) = R(t) - (x — G),

(23) vi(r) — G(t) = w(t) x (¢e(z) — G(t)) =
R(t) - (Qt) x(xz — GY)).

bnossa definicdo de p; foi cunhada de forma a valer a conservacio da massa;

usando a linguagem da teoria da medida e integragao, a medida p;dx coincide com
pushforward de pdx por ¢;.

7Emprestando uma nomenclatura usual em Mecanica dos Fluidos, o campo v,
assim definido é o campo de velocidades lagrangiano. A composta v, oqﬁt_l :R3 -5 R3
chama-se campo de velocidades euleriano; para cada y € R3, o campo euleriano em
y é o campo lagrangiano v; calculado no ponto x = ¢, 1(;1/) da configuracéo inicial
cuja posi¢ao no instante t é ¢;(z) = y.
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¢) A energia cinética do corpo rigido no instante ¢ é dada por

1

" KO)= 5 [ oo 0Pty ™
- / Jox ()| pla)d

d) Generalizando , definimos o momento angular total em relagao
a P = P(t), onde P(t) é uma curva derivavel até segunda ordem
a valores em R3, por

Lp(t) := / (y—P(1) x (v o g7 (y) — P(t))dy "=
(25) #t(B)

= [ (@) = P(0) x(0(2) = P0)) )

Em particular, para P(t) = G(t), o momento angular total em
relacao ao centro de massa é dado por, para todo t € R,

La(t) = [ (04(2) = G(0) % (1(a) = G0) pla)o
B /BR@) [l = G0 < (9t) x (2 = G%) | pla)de =

= R(t) - /B(ZB — G%) x(Qt) x(z — G%)p(z)dz =
= R(t) Zgo -Q(1),

(26)

onde (x) se justifica pela linearidade da integral e Zgo : R?* — R?
é o operador linear, chamado de operador de inércia do corpo
rigido em relacao a G°, no sentido da seguinte

DEFINIGAO 4. Para cada ponto y € R? (destaquemos os casos
y=0ouy=GY ie aorigem ou a posicao inicial do centro de
massa), definimos o operador linear I, : R* — R? por, para todo
v € R3,

@7) T,vi= [ (0= ) x(wx(e = y)pla)d

Chamamos I, de operador de inércia relativo a y do corpo rigido
B. Para y =0, usaremos a nota¢ao L no lugar de L.

Ezemplo 1. Calculemos o operador de inércia Z : R® — R3 do corpo

rigido cilindrico cuja configuragao inicial ¢ B = {(z,y,2) € R3 | 2? +

y* <r? —h <z < h}, dados r,h > 0, com densidade constante p = 1.
Para todos p,v € R?, temos

px(vxp)=|pllPv = (p,v)p.
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Portanto, denotando por (eq, ez, €3) a base candnica, temos:
(28) Z-e = /(x2 +9? + 2H)eydzdydz — / z(z,y, z)dr dy dz.
B B

Note que:

o [pyPdadydz = [ya?dadydz =2h [ 0% 0% cos? 0dfdp = 2rhrt /4.

o [;Zdxdydz = mr? ffh 22dz = 2mr?h3/3.
e Por simetria, as integrais [, zyde dydz, [;zzdrdydze [;yzdedydz
sao nulas.

Substituindo-se em , obtemos
T-e; = (2rhr* /4 4 271 h% /3)e;.
Analogamente,
T ey = /(x2 + 9% + 2%)exdr dy dz — / y(z,y,z)dedydz =
= (267rhr4/4 + 27r°h? /3)es, ’
1 -e3= /(:1:2 +y* + 2%)esdr dy dz — / z(z,y, z)dedydz =
= 7TZ;L7"463. ’

Conclui-se, pois, que a matriz de Z na base canonica é dada por

2p3

mhe? | 2arthd 0 0
[I] — 0 LQT‘I 4 27rr32h3 0
0 0 whrt

PROPOSIGAO 5. Com a notagio acima, o operador de inércia I, €
auto-adjunto e positivo semidefinido. Além disso, se existir um aberto
U C B tal que p> 0 em U, entao I, é positivo definido.

O argumento da prova, abaixo, é o mesmo do caso discreto, substituindo-
se os somatorios por integrais.

Demonstracao. Para todos v,w € R3, usando a identidade do duplo
produto vetorial e a linearidade da integral, tem-se:

(T, v, w) = /B (@ — ) x (0 x(z — ), w)pla)de =

= /B(<x—y,x—y><v,w> — (z —y,v){x — y,w)) p(x)dz,

e o integrando do tltimo membro acima ¢é simétrico em v e w, de modo
que a integral acima também coincide com (v,Z, -w), mostrando que
1, ¢ auto-adjunto.
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Além disso, para v = w, obtém-se

@y%@—:Lﬂx—%x—w@w%—@—ywﬂm—%wwwﬁw—

= [t = v} x vlPpla)ds = o
B

pois o integrando é > 0, mostrando que Z,, é positivo semidefinido.
Além disso, se (Z,-v,v) = [;|(z —y) xv|*p(x)dz = 0, entéo ||(z —
y) x v||?p(x) = 0em U, logo (x—y) x v = 0 para todo x € U. Tomando-
se r,x’ € U tais que x — y e ' — y sejam linearmente independentes
(certamente existem, pois U é aberto), conclui-se que v = 0, provando
que Z, ¢ positivo definido, como afirmado. O

Em particular, existe uma base ortonormal de R? formada por au-
tovetores de Z,, e os seus autovalores sdo todos > 0 (estritamente, no
caso em que Z, for positivo definido).

DEFINICAO 5. Com a notacdo acima, os autovalores e autovetores
de I, sao chamados, respectivamente, momentos principais e diregoes
principais de inércia do corpo rigido, relativamente a vy.

Exercicio 2. Enuncie e demonstre uma versao do teorema de Stei-
ner para o operador de inércia definido no contexto de distribuicoes de
massa continuas, cf. proposicao[f no caso discreto.

PROPOSICAO 6. Com a notagdo acima, a energia cinética no instante
t € R ¢ dada por

K(t) = %(ZGO Q(1), (1)) + Sm(B) |G|
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Demonstracao. De e de (23)), tem-se:
1
K1) =5 [ o @)Ppade =
B
1

vy
=5 (RO (@0 <2 = 69) + Gle). RO - (20 x(a = 6") + Glehp(a)da -
1

L R() - () x /B (x — G*)p(x)dz), G(t)) =

. J

—m(B)(GO—G0)=0
1 0 0 1 s 2 _
=5 (00,2 = G (20 (@ = G")pla)da + smBIGO -
= 5(000). [ (= &) x(200) x(a = 6) pa)de) + Gm(B)ICO) | =
= $000), Zeo Q1) + Gm(B) |G (1)

g

Encontraremos, agora, equacoes de movimento para o corpo rigido.
De ([26)), tem-se, para todo t € R,

La(t) = R(t) Zgo -Qt).
Portanto, derivando-se ambos os membros, obtém-se, para todo t € R,
dL : :
d—f (t) = R(t) Zgo -Qt) + R(t) Lo -Q(t) =
R(t) - (R(t) ™ R(t) Lo -Q(t) + Lo -Qt)) =
= R(t) - (t) x Lo -Qt) + Lo -Q(t)).

Denotemos por Fe, e Tey, respectivamente, a resultante das forcas
externas e o torque resultante das forcas externas com respeito ao cen-
tro de massa no instante ¢ € R. Como no caso da distribuigao de
massa discreta, assumiremos que as fungoes Fei = Feu(t, R, Q, G, G)

e Texx = Text(t, R, Q, G, G) sejam suficientemente regulares (digamos,
basta que sejam de classe C') de modo a valer o teorema de existéncia
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e unicidade para o sistema abaixo, e que o operador de inércia Zso
seja definido positivo (é o caso, por exemplo, se valer a hipétese da
proposigao . Entao a terna (G(t), R(t),Q(t)) é a tnica solugao do
sistema de EDO’s

G = i Fea(t, R, Q, G, G)
(29) R =RU(Q)
o Q+ Q% (Lo Q) = R Teu(t, R, Q, G, G)
) =

com condigdes iniciais G(0) = G°, G(0), R(0) = idgs e 2(0). Recorde
que ¥ : s0(3) — R® ¢ o 1somorﬁsm0 linear definido na proposicao
2 Além disso note que, como o operador de inércia Zgo definido
positivo, em partlcular é inversivel, de modo que podemos multiplicar
os dois membros da tultima equacao por T4 Go € escrever Q) como funcao
de t,R,Q, G, G, ie. a equacao pode ser colocada na forma normal e
é de fato um sistema de EDQO’s na forma normal para o qual o
teorema de existéncia e unicidade pode ser aplicado.

O movimento rigido ¢, fica univocamente determinado, pois, pelas
equacoes [29 com as condicoes iniciais dadas; chamamos tais equagcoes
de equacgoes de movimento do corpo rigido B.

Finalmente, note que, no caso de um sistema livre, a iltima equagao
se desacopla do sistema e se escreve

(30) Teo Q2+ Qx (Lo Q) =0,

conhecida como equacao de Euler para o corpo rigido.

As forgas externas atuantes sobre o corpo rigido podem ser “pon-
tuais” ou “distribuidas”; as ultimas podem ser de volume ou de su-
perficieﬂ

Por exemplo, suponha que o corpo rigido se movimente sob agao
do campo gravitacional. Digamos, sendo 0 € R3 o centro da Terra,
podemos modelar a forca exercida pelo campo gravitacional como sendo
dada pela “densidade de for¢a” (com respeito & massa) f : R\ {p} —
R? definida por

GM =z GM
vz € R\ {0 Sy Sy R3,
(Vo € RN =~ el = e ©

onde G é a constante universal gravitacional e M a massa da Terra (que
estamos assumindo concentrada em p para simplificar). A forca externa
exercida no instante ¢ € R na porcao do corpo que na configuracao

8precisamente, podemos modelar as “forcas pontuais” como medidas de Dirac
a valores em R3; as “forcas de volume” como medidas borelianas absolutamente
continuas com respeito & medida de Lebesgue, também a valores em R3; e as “forcas
de superficie” como medidas borelianas com suporte em alguma superficie mergu-
lhada em R3, a valores em R3.
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inicial é dada por B C B (com fronteira de medida nula) é:

/ Fply)dy = / F(R®) - (x — G°) + G(t)) p(x)dz.
¢t(B) B

Em particular, a resultante das forcas externas que atua no corpo no
instante ¢t é dada por

/Bf (R®) - (z = G°) + G(1)) p(w)de.

Analogamente, o torque resultante das forcas externas com respeito ao
centro de massa no instante ¢t € R é dado por

/ (y — G@) x f(y)pe(y)dy ="
#(B)

= [(R®)- (=6 % F(RO) - (2= ) + GO )i

Portanto, no caso do exemplo em questao, as fungoes Fey = Fexe(t, R, 2, G, G)
e Text = Text(t, R,Q, G, G) que intervém em sao dadas por:

Foe(t,R,Q,G,G) = /Bf(R- (z — G°) + G)p(z)dz,

Teee(t, R, Q, G, G) = /B(R- (z—G") x f(R-(z — G°) + G)p(z)dz.

1. Caso de um corpo rigido com um ponto fixo.

Como no caso de distribuicao de massa discreta, caso o movimento
rigido admita um ponto fixo, as equagoes de movimento ficam mais
simples se considerarmos o momento angular total em relagao a esse
ponto. Fazendo-se uma translacao do sistema de coordenadas, se ne-
cessario, assumiremos que o ponto fixo é a origem. Usando , obtém-
se as mesmas formulas do caso discreto, as quais serao deixadas como
exercicio. Ou seja,

1) A energia cinética é dada por, para todo t € R,
K(1) = (T -9(0),2(1).

2) O momento angular total em relagao a origem é dado por, para todo
teR,
L(t) = R(t) Z -Q(t).
3) Assumindo que Z seja definido positivo, (R(t), Q(t)) é a tinica solugdo
do sistema de EDQO’s de primeira ordem
{ R = RU-1(Q)

31 i
(31 T+ Qx(2:Q) = B - Toalt, R Q)

com condicoes iniciais R(0) = idgs e €2(0).
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