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Lista 11 - Integral de Bochner

Fixemos um espago de medida completo (X, M, u) até o final desta lista.
As duas primeiras questoes foram enunciadas na lista 6 (exercicios complementares 1 e 2).

Questao 1-) Sejam Y espago metrizavel e (fy,)nen sequéncia de fungdes mensuraveis X — Y que converge p-q.s.
para f: X — Y. Entao f é mensuravel.

Demonstragao. Por hipdtese, existe E € M tal que u(E) =0 e f,|ge converge pontualmente para f. Redefinido
todas as f,’s e a f como sendo nulas em E (o que ndo altera a sua mensurabilidade, pela completude do espago
de medida), se necessdrio, podemos supor f, — f pontualmente. Seja d métrica que metrize a topologia de Y.
Sejam E C Y aberto e (Vi € N)E; = {x € E : d(z,Y \ E) > 1/i}. Entdo f~Y(E) = Ujenliminfy, f; ' (E;) =
Uien Ujen Ni>iifi H(E5) € M. O

DEFINIGAO 1 (fungdes simples). Sejam (Y, 7y) espaco topoldgico e f : X — Y. Diz-se que f é simples se for
mensuravel e tiver imagem finita.

Questao 2-) Sejam (Y, 7y) espago metrizdvel e separdvel. Se f : X — Y for mensurdvel, existe uma sequéncia
de fungoes simples X — Y que converge pontualmente para f. OBSERVAGAO. aqui o espago de medida nao

precisa ser completo.

Demonstragao. Tome d métrica que metrize a topologia de Y e X = {z, : n € N} conjunto enumerédvel denso
em Y. Para cada n € N, defina F,, = {z1,...,2,} e (Vo € X)f,(x) = oy onde k(z) = min{k € {1,...,n} :
d(z, F,) = d(z,zy)}. Verifique que, para todo n € N, f,, estd bem definida, é mensurdvel, tem imagem finita e
(fn)n converge pontualmente para f. O

Questao 3-) Sejam Y espago de Banach (sobre K = R ou C) e A(i,Y) = {f : X — Y mensurdvel : 37 C
Y subespago separdvel com p(f~1(Y'\ Z)) = 0}. Entao A(x,Y) é um K-subespaco vetorial de Y.

DEFINIGAO 2. Com a notagio acima, os elementos de A(u,Y) chamam-se fungdes mensurdveis com imagem
essencialmente separdvel.

Demonstragio. Sejam f,g € A(p,Y) e o, f € K. Existem Zy, Z, C Y subespacos separdveis tais que /,L(f_l(Y\
Zs)) =0epu(g (Y \Zy)) = 0. Tome Z o subespago gerado por Zy e Zy; entao Z ¢é separavel e (af+89) 1 (Y\Z) C
Y (Y\Z;)ug(Y'\ Z,) tem medida nula, portanto o f 4+ (3¢ tem imagem essencialmente separdvel. Resta verificar
que af + g é mensuravel; para tal, podemos supor SPG que Imf C Zy e Img C Z,; (caso contrério, bastaria
redefinir f e g como sendo zero no complementar do conjunto nulo f~1(Y\ Zy) Ug (Y Zg4) e usar a completude
do espaco de medida). Como Z; x Z, é metrizavel e separdvel, sua o-dlgebra de Borel coincide com a o-algebra
produto, logo (f,g) : X — Z; x Z, é mensuravel; por outro lado, a aplicacdo ¢ : Z; x Z, — K dada por
(z,y) — ax + By é continua (portanto boreliana). A composta ¢ o (f, g) é, pois, mensurdvel.

O

Questao 4-) Sejam Y espaco de Banach e A(u,Y) como acima. Mostre que:

a) A(u,Y) é fechado por convergéncia u-q.s., i.e. se (fn)nen < A(n,Y) converge u-q.s. para f: X — Y, entao
feApY).

b) Para toda f € A(p,Y), existe (¢n)nen sequéncia de fungdes simples X — Y que converge p-q.s. para f e,
(Vz € X,Vn € N)|[¢n(z)| < 2[f(@)]]-

Demonstragao. a) Por hipdtese, existe E € M tal que u(F) = 0 e f,|ge converge pontualmente para f. Entao
f é mensurdvel, pela questdo 1). Além disso, f tem imagem essencialmente separdvel: para cada n € N,
37, subespago separavel de Y tal que u(fn’l(Y \ Zn)) = 0; tome Z o fecho em Y do subespago gerado por
(Z)nen. Entao Z é separdvel e, como f|ge é o limite pontual da sequéncia (fy, )., segue-se que f~1(Y \ Z) C
EUUpenf Y (Y \ Z,) tem medida nula. Entdao f € A(y,Y), como afirmado.

b) e Reducao: podemos supor Y separavel. Com efeito, existe Z C Y subespago fechado e separdvel tal que
f~Y(Y \ Z) tem medida nula; daf basta redefinir f como sendo zero no complementar deste conjunto nulo
e substituir Y por Z (lembrando que, como Z é subespago topolégico de Y, a o-édlgebra de Borel de Z
coincide com a o-algebra trago, e dai vale a propriedade de invariancia da mensurabilidade com relagao a
mudanca de contradominio).



e Pela questao 2, existe (1, )nen sequéncia de fungdes simples X — Y que converge u-q.s. para f. Agora
basta definir (Vn € N,Vz € X):

o) = JUn(@) e [[Yn(z)] < 2[| ()|
én(@) {f(x) cc

DEFINIGAO 3. Sejam Y espago de Banach e f € A(y,Y). Definimos || f|j1 = []| f]| du.
Note que || f]| : X — R é mensurédvel, portanto a defini¢ao faz sentido.

DEFINIGAO 4. Dado Y espaco de Banach, definimos LY(y,Y) = {f € A(i,Y) : || fll1 < oo}

Questao 5-) Com a notagao acima, L*(u,Y) é K-subespaco vetorial de A(u,Y) e ||-]1 : L*(u,Y) — R é uma
seminorma. O subespago N = {f € L}(u,Y) : ||f|l1 = 0} coincide com o subconjunto de A(u,Y’) formado
pelas funcgoes nulas quase sempre. O quociente L*(p,Y)/N com a norma induzida é completo, i.e. um espaco de
Banach.

NoTAGAO. Usaremos, como é de praxe, a mesma notacao L!(u,Y’) para o quociente.

Demonstracdo. Provaremos apenas que o quociente L!(u,Y)/N é completo, pois as outras afirmacoes siao de
verificacdo imediata. Verifiquemos, pois, que toda série absolutamente convergente no quociente L!(u,Y)/N ¢é
convergente. O argumento é idéntico ao feito em aula para provar que L (u, C) é completo.

Seja (Lfal)nen < L2(, Y)/N tal que Y52 [fullly < o0. Defina G = X — [0,00] por Glz) = S0 f(2)]].
Entao G € LT (X, M) e, pelo teorema da convergéncia monétona, [Gdu = > "7, |falli < co. Em particular, G
é finita pi-q.s. e G € L'(n). Como Y é espago de Banach, para todo = € X tal que G(z) < oo, a série Yo | fn(z)
é convergente (pois é absolutamente convergente). Defina g : X — Y por g =0em F = {z € X : G(z) = oo}
e g(x) = >0°, fa(z) em X \ E. Sendo g o limite p-q.s. de uma sequéncia de fungées em A(p,Y), segue-se
g € A(i,Y), pela questdo 4. Como ||g|| < G, segue-se g € L1(u,Y); afirmo que a sequéncia das reduzidas da série
>0 [fn] converge para [g] em L!(u,Y)/N, o que concluird a demonstragao. De fato:

n

(vn € NSO = ol = I3 fe—glldi= [ Y lldn<

k=1 k=n+1

<[ 3 iala= > [inlan

k=n+1 k=n-+1

sendo a peniltima desigualdade por monotonicidade da integral e a tltima igualdade pelo teorema da convergéncia

mondétona. Sendo Y7, [|[fn][l1 < o0, 0 rabo da série vai a zero, o que conclui a prova da afirmagéo.
O

Com a notacao das definicdes e questdes anteriores, dados Y espaco de Banach e f € L!(y,Y), gostarfamos de
definir a integral de f, [ f dp, como sendo um elemento de Y. A ideia natural é defini-la como sendo um elemento
L eY tal que (Vo € Y*)(a,l) = [ao fdp, caso exista um tal elemento; se existir, serd dnico pelo teorema de
Hahn-Banach. Para provar a existéncia, use o roteiro proposto na questao abaixo:

Questao 6-) Com a notacao acima, tem-se:

i) Dada f € L'(u,Y), defina o(f) : Y* = K por (a,0(f)) = [ao fdu. Entdao o(f) estd bem definida e é linear
continua, i.e. o(f) € Y**. Fica bem definida, pois, o : L}(u,Y) — Y**.

ii) Dada f € LY(u,Y), verifique que o(f) : Y* — K é o(Y*,Y)-continua (i.e. continua em Y* com a topologia
fraca-*). SUGESTAO: Este é o ponto delicado do argumento. Siga o seguinte subroteiro:
a) Reducdo: pode-se assumir Y separdvel.

b) o(f) : Y* — K é sequencialmente o(Y™*,Y)-continua (use o teorema da convergéncia dominada; a do-
minagao serd feita com o uso do principio da limitagdo uniforme [PLU]).

¢) use o teorema de Krein-Smulian (vide [1], teorema 12.1, pagina 259, e coroldrio 12.8, pagina 161) para
concluir que o(f) : Y* — K é o(Y™*,Y)-continua.

iii) Segue do item anterior que a imagem de o : L*(u,Y) — Y** estd contida em Y C Y**.



Demonstragio. i) Va € Y*, ao f : X — K é mensurdvel e |ao f| < ||a||||f]|, logo a o f é integrével e o(f)
estd bem definida. Além disso, |[ao fdu| < [lao fldp < [lla|l|lf]lde = [lall||f]l1, donde o(f) € Y* e

e (NI < 1]

ii) a) Como f € A(p,Y), f tem imagem essencialmente separavel, i.e. 3Z C Y subespago fechado e separédvel tal
que f~1(Y'\ Z) tem medida nula. Redefinindo f como sendo zero neste conjunto, i.e. modificando f num
conjunto de medida nula, o que nio altera a classe de equivaléncia de f em L'(y,Y) nem o(f), podemos
assumir que f toma valores no espaco de Banach separavel Z, e agora basta substituir Y por Z para se
conseguir a reducao sugerida.

b) Sejam (an)nen < Y* e o € Y* tais que a,, = a. Entdo (), é pontualmente limitada e, pelo [PLU],
uniformemente limitada, i.e. M = sup{||la,| : n € N} < co. Dai, para toda f € L*(u,Y), v, o f converge
pontualmente para co f, e a convergéncia é dominada, pois (Vn € N)|ay, o f| < |lan||||f]] < M||f]| € LY (p).
Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada, [, o fdu — [ao fdu, ie. (o(f),an) — (o(f),®).
Portanto, o(f) é sequencialmente continua em Y™* com a topologia fraca-x. Como Y é separédvel, segue-se
do teorema de Krein-Smulian, mencionado supra, que o(f) é continua em Y* com a topologia fraca-*.

iii) Um elemento de Y** estd na imagem de Y no bidual se, e somente se, for continuo em Y* com a topologia
fraca-*.

O
DEFINIGAO 5 (integral de Bochner). Com a notagio acima, dada f € L'(p,Y), defina [ fdu=o(f) €Y.

Note que [ fdp satisfaz (Voo € Y*)([ fdp,a) = [(f,a)dp e, por Hahn-Banach, é o tnico elemento de Y com
esta propriedade.

Questao 7 (propriedades da integral de Bochner)-) Seja Y espago de Banach.

i) [-:LYw,Y)—Y élinear.

ii) (DESIGUALDADE TRIANGULAR) Vf € LY (., Y), || [ fdu| < [[If] dp.

)
)
iii) Sejam f € L'(u,Y) e Z subespago fechado de Y tal que f~(Y \ Z) tem medida nula. Entao [ fdu € Z.
iv)

Sejam Z espago de Banach e T : Y — Z linear continua. Para toda f € L'(u,Y), To f € LY(u,2) e
JTofdu=T-[ fdu.

v) Se f: X — Y ¢ uma funcdo simples, entdo f € L'(1,Y) see (Va € F\ {0}) u(f~'(a)) < co. Em caso
afirmativo, e se f = Y1 | a;xa,, com (a;)i1<i<n <Y € (A;)1<i<n < M, entdo [ f =31 a;u(4;).

Demonstragio. i) Dadas f,g € L*(1,Y) e r,s € K, tem-se, (Vo € Y*), (a, [(rf + sg) du) = [{a,rf + sg) du =
r [{a, fYdu+s [(a,g) du = (o, 7 [ fdp+s [ gdp). Pelo teorema de Hahn-Banach, conclui-se [(rf+sg) du =
r [ fdp+ s [ gdu, donde a linearidade afirmada.

ii) Pelo teorema de Hahn-Banach, existe a € Y* tal que ||| =1 e («, [ fdu) = ||/ fdpl|. Portanto, || [ fdul =
(o [ fdp) = [aofdu< flao fldu < lafl[lfllx = £l

iii) Para todo a € Z+, (o, [ fdp) = [@o fdu =0, pois ao f é nula quase sempre. Entdo, pelo teorema de
Hahn-Banach, [ fdu e Z.

iv) T o f é mensurdvel e, dado F C Y subespaco separdvel tal que f~1(Y \ F) tem medida nula, F' = T(F) é
um subespaco separdvel de Z tal que (T o f)~1(Z \ F’) tem medida nula. Portanto, T' o f € A(u, Z). Além
disso, | T o f|| < [IT||||f]l, logo T o f € L*(u, Z). Finalmente, Vo € Z*, (o, T - [ fdu) = (ao T, [ fdu) =
JaoTo fdu={a, [T o fdu), donde, pelo teorema de Hahn-Banach, T'- [ fdu = [T o fdpu.

v) Se f =31, aixa, for arepresentacio padrao de f, entdo || f|| = >_1; [|aillxa,, donde []|f]| = D20, [laillp(A:),
portanto [[|f]| < oo see u(A;) < oo para todo i tal que a; # 0; disso decorre a primeira afirmagao.
Quanto & segunda, se f = Y. a;xa, € @ € Y* entdo ao f = Y. a(a;)xa,, portanto (a, [ f) =
S ala)u(A) = (o, > i, a;p(A;)). Pela arbitrariedade do @ € Y* tomado, segue do teorema de Hanh-
Banach que [ f=>""" | a;u(A;).

O

Questao 8 (teorema da convergéncia dominada)-) Sejam (f,)nen < LY (u, Y) convergente p-q.s. para f: X — Y

1
e g € L(u) tal que (Vn € N)||fu|l < g p-q.s. em X. Entdo f € LY(y,Y) e fn L f; em particular, [ f,dy —
[ fdp.



Demonstragdo. Pela questdao 4, f € A(u,Y). E, como | f|| < g quase sempre, conclui-se que f € L(u,Y).
Finalmente, como (Yn € N)||f, — fIl < 2llgll, g € LY(u) e ||fn — f|| converge u-q.s. para zero, o teorema da

1
convergéncia dominada para fungdes a valores escalares implica [/ f, — f||du — 0, i.e. f, 5 f, e é claro que isso
implica, pela desigualdade triangular, [ f, du — [ fdu. O
Questao 9-) Seja f: X — Y. Sdo equivalentes:

i) feli(nY).

ii) existe (¢n)nen < L'(u,Y) sequéncia de fungoes simples integrdveis que converge u-q.s. para f e [||f —
Gnll dp — 0.

Em caso afirmativo, tomando (¢y), como na segunda condicao, [ ¢, dp — [ fdpu.
Demonstragao. i)= ii) Segue imediatamente a partir da questdo 4 e do teorema da convergéncia dominada.

ii)= i) Basta notar que f € A(u,Y), pela questao 4, e, tomando n tal que [||f — ¢n|l du < oo, tem-se [ f]| du <

Jllénlldu+ [11f = ¢ulldp < 00, donde f € Li(p,Y).
O

Questao 10-) Seja Y espago de Banach separdvel. As seguintes o-dlgebras de subconjuntos de Y coincidem:
i) By.

ii) Wy = o-élgebra induzida por Y* (recorde a definigdo da o-dlgebra induzida por uma familia de aplicagoes,
c.f. notas da aula 2).
iii) B(YU(YY*)), i.e. a o-4lgebra de Borel de Y munido da topologia fraca.

Y,o(Y,Y*)
(. todo aberto é unido enumerdvel de bolas abertas), é suficiente mostrar que toda bola aberta é mensurdvel
com respeito a Wy . Para tal, mostre que Wy ¢ invariante por translacoes, e que toda bola aberta centrada na
origem é mensurdvel com respeito a Wy . Finalmente, para mostrar a ltima afirmagdo: tome {x, : n € N}
subconjunto enumerdvel denso em Y e (A, )nen < Y™ tal que (Vn € N)||A\,|| =1 e (A, ) = ||2n]|. Verifique® que
(Vz € Y)||z|| = sup{|{An,z)| : n € N} e conclua que ||-|| é mensurdvel com respeito a Wy .

SuGgesTAO: E claro que Wy C B ( ) C By. Para verificar By C Wy, tendo em vista que Y é separavel

Demonstrag¢ao. Toda o € Y* é uma aplicagao o(Y,Y*)-continua, portanto mensurdvel com respeito a o-dlgebra

de Borel de Y munido da topologia fraca; entao Wy C B(YU(YY*)). Além disso, como a topologia fraca de Y estd

contida na topologia (forte) de Y, a inclusao B ( C By é clara.

Yo (Y,Y"))

Resta verificar, pois, a inclusdo By C Wy . Para tal, basta verificar que todo aberto de Y estd em Wy (pois
os abertos de Y geram By ); e, como todo aberto de Y é unido enumerével de bolas abertas, basta verificar que
toda bola aberta de Y esta em Wy . Isso decorre do seguinte argumento:

1. Wy ¢é invariante por translagoes, i.e. Va € Y, 7, : Y — Y dada por z — = + a é um isomorfismo mensuravel
(Y,Wy) = (Y,Wy). Com efeito, para toda a € Y*, a 07, = Ta(q) © @ é Wy-mensuravel (pois 7,(q) : K = K é
homeomorfismo e 7, é Wy-mensuravel), o que implica, pela proposigdo 3 das notas da aula 2, 7, : (Y, Wy ) —
(Y, Wy) mensurdvel, e sua inversa 7_, também o é.

2. Tendo em vista o item anterior, basta verificar que toda bola aberta centrada na origem é mensuravel com
respeito a Wy. Tome {x, : n € N} subconjunto enumerdvel denso em Y (que existe, pela separabilidade
de Y) e, usando o teorema de Hahn-Banach, (Ap)neny < Y™ tal que (Vn € N)|| A, = 1 e (An,zn) = ||za]-
Seja, para x € Y, p(x) = sup{|(An,z)| : n € N}. Entdo p é uma seminorma em Y e, (Vz € Y)p(z) < ||z,
portanto p é continua. Além disso, p e ||| coincidem no conjunto denso {z, : n € N}, portanto p = |||
por continuidade. Segue-se dai que ||-|| : (Y, Wy) — R é mensurdvel, pois é o supremo de uma sequéncia de
aplicagdes (Y, Wy )-mensurdveis.

O

Questao 11-) Sejam Y espaco de Banach e f : X — Y com imagem essencialmente separdvel, i.e. tal que
3Z C Y subespago separdvel com f~1(Y \ Z) nulo. Sao equivalentes:

a) f é mensurdvel, i.e. f € A(u,Y).

Tagradecimento ao Daniel Tausk por esta sugestdo.



b) (Vo € Y*)ao f é mensurdvel.

SUGESTAO: E corolério da questao anterior e da proposicao 3 das notas da aula 2

Demonstragao. a)=b) decorre do fato de que composta de aplicagées mensurdveis é mensurdvel. Para verificar
b)=-a), podemos supor, alterando f, se necessario, no conjunto nulo f~(Y"\ Z) (o que ndo altera a mensurabilidade
de f pelo fato de o espaco de medida ser completo), que f toma valores no fecho Z de Z, o qual é um espaco de
Banach separavel. Entao, tendo em vista que a mudanca de contradominio também nao altera a mensurabilidade
(pois a o-dlgebra traco em Z coincide com a sua o-algebra de Borel), e tendo em vista que B coincide com Wy
pela questao anteior, obtém-se a tese aplicando-se a proposi¢cao 3 das notas da aula 2. O]

Questao 12 (teorema de Fubini para a integral de Bochner)-) Sejam (X, M, u), (Y,N,v) espagos de medida
o-finitos e completos, e (X x Y, M ® N, \) o completamento de (X XY, MQN, ux v). Sejam F espago de Banach
e f € L}Y(\, E). Entdo:

i) para p-q.t. * € X, f, = f(z,-) : E — K é Bochner-integravel, i.e. estd em L(v,E), e a funcdo definida
p-quase sempre x — f fz(y)dv(y) € E é Bochner integravel. Enunciado andlogo para segbes “f¥”.

ii) A integral de f pode ser calculada fazendo-se integragoes iteradas:

[ro= [ ([ £warw)ane) = [([ 1@ duta)) avto).

SUGESTAO: Combine: uma generaliza¢ao da proposi¢ao 2.12 do Folland, o teorema de Fubini-Tonelli para fungoes
escalares, a questao anterior e o teorema de Hahn-Banach.

Demonstragao. 1. Existe uma funcio f M @ N-mensurivel a valores num subespaco fechado e separdvel F C E
que coincide com f no complementar de um conjunto nulo; por uma generalizagao da proposicao 2.12 do
Folland, existe f X xY - F M ® N-mensurdvel que coincide com f no complementar de um conjunto
nulo (verlﬁque). Portanto, existem N € M®AN nuloe f: X xY — E M ® N-mensurdvel que coincide com
f em N°¢ Assegoes (Vo € X,Vy € Y) N, e NY sdo mensurdveis e, pelo teorema de Tonelli para fungdes
escalares, para p-q.t. * € X, v(N,) =0, e para v-q.t. y € Y, u(Ny) = 0.

Portanto, para pu-q.t. * € X, f, e fm coincidem v-q.s., donde, pela completude do espago de medida, f,
é mensuravel (pois as segdes de f sao todas mensuraveis, uma vez que f é mensuravel com respeito a o-
algebra produto) e toma valores q.s. no subespacgo separdvel F. Ou seja, para u-q.t. = € X, f, € A(v, E);
analogamente, para v-q.t. y €Y, f¥ € A(u, E).

2. Como f e f coincidem A-q.s. e f € LY(\, E) por hipétese, segue-se f € L1(\, E), de modo que f|\f|| dA < 0.
E, como f 6 M@N -mensuravel, segue-se que || f|| ¢ M@N-mensurével e [||f]| d(uxv) = [|f]|d\ < co. Além
disso, podemos calcular [||f]|d(u x v) por meio do teorema de Tonelli (para fungdes escalares), calculando-
se integrais iteradas; conclui-se dai que, para p-q.t. z € X, f||fm|| dv < o0, ie. f, € L(v, E); portanto,

conclui-se a partir do item anterior que, para u-q.t. * € X, f, € L}(v, E); analogamente, para v-q.t. y € Y,
frell(n, E).

3. Conforme visto no item anterior, existe N; € M nulo tal que (Vz € Nf) [[|fz]|dv < co. Seja a € E*;
para todo z € Nf, [|lao fu|dv < |« f||fm|| dv < oo. Portanto, aplicando-se o teorema de Tonelli (para
fungdes escalares) as partes positivas e negativas das partes real e 1mag1nar1a da fungao M @ N-mensurdvel
aof X xY — K, conclui-se que a funcdo z € N — [ aofm dv = (a, [ fm dv) é mensurdvel. Como isso vale
para todo o € E*, conclui-se a partir da questao anterior (a qual pode ser aplicada, pois a referida fungao
toma valores no subespago separdvel F, i.e. tem imagem essencialmente separdvel) que a fungao definida p-
q.s. dada por z € Ny — f fz dv € E é mensuravel. Além disso, pela desigualdade triangular, e pelo teorema
de Tonelli aplicado & fungio escalar M ® N-mensurdvel ||[f||, [||[ fodv|du(z) < [([]Ife]dv) du(z) =
foH d(p X v) < co. Estd provado, pois, que a fungao definida p-q.s. © € NY — ffx dv € E é Bochner-
integravel; pelos itens anteriores, esta fun¢ao coincide y-q.s. com a fungao z — [ f, dv € E, o que permite
concluir que a referida fungao é Bochner-integravel. Analogamente, a funcao definida v-q.s. por y +—
J f¥dp € E é Bochner-integravel.

4. Pelos itens anteriores faz sentido calcular [ fdA bem como as integrais iteradas [ ( J fely )du( )

e [ ( [ Yz )dl/( ). Idem para as integrais de f, e as integrais correspondentes de f e f coinci-
dem. Para Verlﬁcar que [ fdA coincide com as integrais iteradas de f, conforme afirmado em ii), basta



verificar a afirmaciio andloga para f. Para tal, basta aplicar o teorema de Hahn-Banach, observando-
se que, para todo o € E*, aplicando-se o em cada uma das integrais [ fdX, [([ f.(y)dv(y))du(z) e
[(f f¥(z) du(x)) dv(y), obtém-se, respectivamente, [ao fd\ = [ao fd(uxv), [([ao f.(y)dv(y)) du(z)
e [([ao fY(x) dp(z)) dv(y), as quais coincidem pelo teorema de Fubini (para fungdes escalares) aplicado a
fungao p x v-integravel a o f X xY =+ K

O
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