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Lista 6
Em todas as questoes abaixo, (X, M) é um espago mensurével.
Questao 1-) Demonstre as proposicoes 2.11 e 2.12.

Questao 2-) Sejam f: X — R mensurdvel, f > 0, e (rp)nen < (0,00) tal que 7, = 0 e > oo, 7, = co. Entdo

existe (Ap)pen < M tal que (Vo € X)f(z) = Y07 X4 (2). Em particular, f ¢ o limite pontual de uma
sequéncia crescente de fungoes simples. /

1 Secao 2.1

3-) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungdes mensuraveis em X. Entdo {z € X : Ilim f,,(x)} é mensurdvel.
6-) O supremo de uma familia ndo enumeravel de fungoes mensurdveis X — R pode nao ser mensuravel.
11-) Seja f:R x R¥ — R tal que (Vz € R)f(x,-) é Borel-mensurével e (Yy € R¥)f(-,y) é continua. Defina, para

cadan €N, f,, : R x R¥ — R como segue. Para todo i € Z, ponha a; = i/n e, para a; < * < a;41:

flai,y) - (@ — ai) + flait1,y) - (aiy1 — @)
Q41 — A4

fu(z,y) =

Entdo (Vn € N)f,, é Borel-mensuravel em R x R* e f, — f pontualmente. Portanto, f é Borel-mensuréavel.
Conclua, por indugao em k, que toda fungao R™ — R separadamente continua em cada varidvel é Borel-mensuravel.

2 Exercicios Complementares (opcionais)

1-) Sejam (X, M) espaco mensuravel e (Y, 7y) espago metrizdvel. Se (f,)nen for uma sequéncia de aplicagoes
mensuraveis X — Y, pontualmente convergente para f : X — Y, entdo f é mensuravel.

2-) Sejam (X, M) espago mensurdvel e (Y, 7y) espago metrizavel e separdvel. Se f : X — Y for mensurdvel, existe
uma sequéncia de fungoes simples (i.e. mensurdveis e com imagens finitas) X — Y que converge pontualmente
para f.

3-) Sejam (X, M) espaco mensuravel, (Y, 7y) espago metrizével e separdvel, (Z, 7z) espago metrizavel e ¢ : X X
Y — Z continua como funcido da segunda coordenada e mensurdvel como funcéo da primeira (i.e. (Vz € X)¢(z,-)
continua e (Vy € Y)o(-,y) mensurdvel). Entdo ¢ é mensurdvel (munindo X x Y da o-dlgebra produto). Em
particular, isso vale se X for um espaco topolégico e ¢ for separadamente continua.



