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Questao 1 (teorema 1.9 - completamento de um espaco de medida)-) Sejam (X, M, p) um espaco de medida e
N ={FE e M: u(E)=0}. Defina M={EUF:EecMeFCN,N¢cN}. Entdo M éuma o-dlgebra em X e
existe uma unica extensao 1 de pu a uma medida em M, a qual é completa.

Exercicios do Folland

Secao 1.3

8) Sejam (X, M, ) um espago de medida e (E,)pnen < M. Entdo p(liminf E,) < liminf pF,. Além disso, se
w(USPE,,) < oo, entdo p(limsup E,,) > limsup pE,.

9-) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e E, F € M. Entao u(EUF) + u(ENF) = p(E) + u(F).

11-) Uma medida finitamente aditiva p em (X, M) é uma funcido pu : M — [0, 00] tal que p(f)) = 0 e, para toda
(Bt =M, p(UYE,) = Z]f w(Ey). Verifique que uma medida finitamente aditiva y em (X, M) é uma medida see
i é continua inferiormente. Se p(X) < oo, esta condi¢ao também é equivalente a ser p continua superiormente.

12-) Seja (X, M, 1) um espaco de medida finito.

(a) Se E,F € M e u(EAF) =0, entdo u(F) = u(F).

(b) Defina E ~ F se u(EAF) = 0. Entao p é uma relacao de equivaléncia em M.

(c) Defina p(E, F) = p(EAF). Entao p(E,G) < p(E,F) + p(F,G), de modo que p define uma métrica no
quociente M/ ~.

14-) Sejam p uma medida semi-finita e E mensuravel tal que u(E) = oco. Entao, para todo C' > 0, existe F' C E
mensuravel tal que C' < p(F) < oo.

16-) [opcional] Seja (X, M, ) um espago de medida. Um conjunto E C X diz-se localmente mensurdvel se
ENA e M para todo A € M tal que u(A) < co. Seja M, 0 colecao de todos os subconjuntos localmente
mensuraveis de X. Entdao M C Mjye. Se Mo = M, diz-se que p é saturada.

(a) Se p for o-finita, entdo p é saturada.

(b) Mo é uma o-dlgebra.
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Defina v em M, por v(E) = u(E) se E € M e v(E) = oo caso contrario. Entao v é uma medida saturada

em M,,., chamada saturacdo de p.

(d) Se p for completa, v também o é.

(e) Suponha que p seja semi-finita. Dado E € My, defina vy(E) = sup{pu(A): A € M e AC E}. Entéo vy é
uma medida saturada em M, que estende p.

(f) Sejam X, Xa conjuntos disjuntos ndo enumerdveis e X = X; U X, Sejam M a o-dlgebra dos conjuntos

enumersveis ou co-enumeraveis em X e o a medida de contagem em 2X1. Defina y em M por u(E) =

po(E N X1). Entdo p é uma medida em M, Mj,. = 2% e, com a notacido dos itens anteriores, v # vy.



