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Questao 1-) Sejam (X, M) espago mensuravel e (4, )nen < M tal que UpenA4, = X. Uma fungéo f em X é
mensurdvel see (Vn € N) a restrigdo de f a (A,, M|a,) for mensurédvel.

Questao 2-) a) Defina sgn : C — C por sgn(z) = z/|z] se z # 0 e sgn(0) = 0, de modo que (Vz € C)z =
sgn(z) - |z|. Entao sgn é mensurdvel. SUGESTAO: Use a questao 1 com A; = {0} e A; = C\ {0}.

b) Sejam (X, M) espaco mensurdvel e f: X — C. Entao f = sgn(f) - |f] (esta é a decomposi¢ao polar de f); f é
mensuravel see sgn(f) e |f| o forem.

Questao 3 (coproduto de espacos mensurdveis)-) Sejam (X, Mgy )aca familia de espagos mensurdveis e X =
Unea Xo- Defina M C 2X por M ={V C X :Va € A,V N X, € M,}. Mostre que:

(i) M é uma o-dlgebra em X para a qual todas as inclusoes i, : X, — X, a € A, sdo mensurdveis, e é a maior
o-algebra com esta propriedade (i.e. contém qualquer outra o-algebra com esta propriedade).

(ii) Dado (Y, N) espago mensurdvel, uma aplicagdo ¢ : (X, M) — (Y, N) é mensurdvel see (Vo € A)¢p o i, for
mensuravel.

Exercicios do Folland

Secao 1.3

7-) Se p1, ..., fiy, sdo medidas em (X, M) e ay,...,a, € [0,00), entdao Y ., a;p; é uma medida em (X, M).

10-) Sejam (X, M, u) um espaco de medida e E € M. Defina (VA € M)y LLE(A) = u(EN A). Entdao u LLE é
uma medida.

13-) Toda medida o-finita é semi-finita.

Secao 2.1
2-) Sejam f,g: X — R mensuréveis.

(a) fg é mensuravel (onde 0 - (£o0) = 0).
(b) Fixe a € R e defina h(x) = a se f(zr) = —g(z) = £o0 e h(z) = f(z) + g(x) caso contrario. Entdo h é
mensuravel.

SUGESTAO: Mostre que +, - : R x R — R definidas acima sio ambas mensurdveis e reaplique o argumento usado
com contradominio C no lugar de R (prop. 2.6 do Follani). Por exemplo, para verificar que + é mensuravel, use
a questao 1 com A; = {(0co0, —00), (—00,00)} e A3 =R x R\ A;.

4-) Se f: X - Re (VreQ)f((r,00]) € M, entdo f é mensurével.

8) Se f:R — R é mondtona, entdao f é Borel-mensurédvel.



