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Questao 1 (desigualdade de Chebyshev)-) Sejam, (X, M, u) espago de medida, 0 < p < co e f € LP(u). Entao,
para todo a > 0,

p({lf] = a}) < (@)p

Questao 2 (teorema 6.18)-) Sejam (X, M, u), (Y, N,v) espagos de medida o-finitos e K : X xY — C M @N-
mensurdvel. Suponha que exista C' > 0 tal que [|K(z,y)| du(z) < C parag.t.y € Y e [|K(z,y)| dv(y) < C para
g.t. € X. Entao, para 1 < p < oo e para toda f € LP(v), a integral

Tf(z) = / K (2, 9)(y) dv(y)

converge absolutamente para ¢.t. x € X. Além disso, a funcao T'f, definida u-q.s., pertence a LP(u) e [|[Tf]|, <
Cllflp-

DEFINIGAO 1 (Convolugao). Sejam f, g : R™ — C Borel-mensurdveis (ou, mais geralmente, Lebesgue-mensuraveis,
mas suponha Borel-mensurdveis para simplificar), de modo que é Borel-mensuravel a aplicagdo R™ x R® — C dada

por (z,y) — f(x —y)g(y). Definimos f x g por:
frg@) = [ Fla = vgly) dm(y),

para todo x tal que f(x — -)g(-) seja quase-integrével.

Questao 3 (desigualdade de Young)-) Se f € L}(R",m) e, dado 1 < p < o0, g € LP(R"™,m), entdo f * g estd
definida m-q.s., pertence a LP(R™,m) e ||f * g|l, < || fll1]lg]l,- SUGESTAO: Use o teorema 6.18 ou a desigualdade
de Minkowski integral.

Questao 4-) Sejam f,g,h € LY(R",m). Entdo fxg=gxfeclle (fxg)*xh=fx*(g*h)c L. Portanto, da
questdo anterior segue que, munido do produto de convolucdo, L*(R™,m) é uma algebra de Banach abeliana.

1 Secao 6.2

17-) Com a notagao do teorema 6.14, se u é semi-finita, ¢ < oo e My(g) < oo, entdo, para todo € > 0, o conjunto
{lg] > €} tem medida finita. Conclua que S; = {z € X : g(x) # 0} é o-finito.

18-) A reflexividade de L? segue da teoria de espacos de Hilbert. Tal fato pode ser usado para demonstrar o teorema
de Lebesgue-Radon-Nikodym através do seguinte argumento, devido a von Neumann. Sejam p, v medidas positivas
finitas em (X, M) (o caso o-finito é consequéncia do caso em que a medida é finita, pelo mesmo argumento usado
anteriormente), e seja A = pu + v.

(a) O funcional f — [ fdv é linear continuo em L2()\). Portanto, o teorema de representacio de Riesz garante
a existéncia de g € L?(\) tal que (Vf € L?(\)) [ fdv = [ fgdA. Equivalentemente, (Vf € L2(\)) [ f(1 —
g)dv = [ fgdu.

(b) 0 < g <1 Aq.s., de modo que podemos assumir 0 < g < 1 em toda parte.

(c) Sejam A = {z : g(x) <1} e B ={z: g(x) = 1}. Defina v,(E) = v(ANE) e vy(E) = v(BNE). Entao
vs L e v, < p;de fato, dv, = g(1 — g) " txadp.

20-) Sejam (X, M, 1) espaco de medida, 1 < p < oo, f € LP(1) e (fn)nen < LP(1). Mostre que, se sup,,enll fnllp <
oo e fn = f p-q.s., entdo (f,)n converge para f fracamente (i.e. se ¢ for o conjugado de p, para toda g € L9,
[ fng— [ f9).

SUGESTAO: Dados g € L9 e € > 0: (i) existe 6 > 0 tal que YE € M tal que u(E) < 6, [.]g]? < & (ii) existe
A e M tal que u(A) < co e fX\A|g|‘1 < ¢; (iii) tomando ¢ como em (i) e A como em (ii), existe B € M tal que

BcC A, u(A\ B) < e f, = f uniformemente em B.



