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Revisao sobre o pushforward de medidas

Definicéao
Sejam, (X, M), (Y,N) espagos de medida, f: X — Y
mensuravel e u : M — [0, co] medida. Entdo

fop - N — [0, o0]
E— u(f1E)

€ uma medida; chama-se pushforward de 1. por f.
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Revisao sobre o pushforward de medidas

Observacao
@) push -forward é “functorial”'
. Se (X,M) — (YN) (Z(ﬁ))eu M — [0, o]

medida. Entao

(g0 Nerr = gulfeps)

(pois, VE ¢ Z, (go )"(E) = (g~ E)).

2. Se f =idy, entdo f,u = p.
Em particular, decorre de 1) e 2) que, se (X, M) LN (Y,N)
for isomorfismo mensuravel e i, v medidas em M e N,
entdo fLu=ve pu= (f’1)*1/.
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Revisao sobre o pushforward de medidas

Notacao
Sejam (X, M, i) espago de medida e f € LT (X). J&4 sabemos
que
M — [0, o]
E»—)/ fdu
E

€ uma medida. Denota-la-emos por f du. Assim,se f =1, du é
a prépria p.
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Revisao sobre o pushforward de medidas

Proposicao (questao 2 da lista 8)
Sejam (X, M) LA (Y,N) mensuravel e i, : M — [0, oo] medida.
Para f: Y — K mensuravel, tem-se:

(i) Sef>0,

[0 [fooa

(i) fe L (pup) seefopc L) e caso afirmativo, vale a
igualdade (x).
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Observacao (o teorema de mudanca de variaveis, bis)

Seja ¢ :

b
Q € R" — R" difeomosfismo C' sobre ¢(Q). Para

E c Q Lebesgue-mensuravel, pelo teorema de mudanga de
variaveis, ¢(E) é Lebesgue-mensuravel e

m($(E)) = /E | det Do(x)| dm(x).

Assim, VF C ¢(2) mensuravel, usando ¢~ no ludar de ¢

(6.m)(F) = m(6~"(F)) = /F |det Do~ (x)| dm(x)

Noutras palavras, tomando

tem-se

(2 Lla, m) S (B(9Q), £loa))

$.m = |det Dp~"| dm|.
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Exercicio (opcional — para quem ja estudou EDO)

Sejam Q c R" aberto e X um campo de vetores de classe C?
em 2 cujo divergente se anule identicamente. Mostre que o
fluxo de X preserva a medida de Lebesgue, i.e. se (¢¢)cr for o
grupo local a 1 parametro induzido por X, entdo

(¢t)em = m.
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Notacao

e B'={xcR": x| <1}eS"T={xcR": x| =1}
* Tome

¢ : R™{0} — (0,00) x "

()

¢~ (0,00) x "1 — RN\ {0}
(r,x'y—r-x

Entéo ¢ e ¢~ s@o continuas, i.e. ¢ € um homeomorfismo.
Dai,

ol —
(Rn\{O}, BR"\{O}) — ((0, OO) X Sn 17B(O,OO)><Sn71 == B(O,oo) & stn71)

€ um isomorfismo mensuravel.
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Objetivo:

Para m medida de Lebesgue Bgm 10y — [0, o], quero escrever
¢.m como um produto v x o, com v : B(g ooy — [0, 00] €

o : Bgn1 — [0, 00] medidas borelianas.
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Notagao
E=¢ (0] xE)={r-xX|0<r<1,x cE}.

Teorema

Seja ¢ : R™\ {0} — (0,00) x S"™' como acima. Entéo existem,
e s&o unicas, medidas borelianas v : B(g ) — [0,] e

0 Bgn1 — [0,00] tais que p.m=v x o e o(S"1) = n-m(B").
Asaber:v=r""1dm(r)eoc: E € Bg1 — n-m(E).
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Corolario
Com a notagédo do teorema acima:

a) (¢~ )u(vxo)=m

b) Sef:R" — K boreliana com f > 0 ou f € L'(m), entgo:

/fdm = /Ooo /sn—1 w r"do(x') dm(r) =
=fop '(r,x)

= / / h f(rx') r"=1 dm(r) do(x)).
sn—1Jo N e’
= du(r)
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Corolario
Com a notagdo do teorema, sejam g : [0, 00) — [0, o0]
boreliana e f : R" — [0, oo] dada por f(x) = g(||x||). Enté&o:

Rn

fdm= a(S”‘)/ g(r)yr"ar.
0
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