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A medida de Lebesgue em Rn Teorema de Mudança de Variáveis

A medida de Lebesgue em Rn

Definição
O espaço de medida de Lebesgue (Rn,Ln,mn) é, por
definição, o completamento de (Rn,⊗n

1L,
∏n

1 m).

Notação
Omitimos o “n” da notação sempre que não causar confusão.

Observação
Também chamamos de “medida de Lebesgue” a restrição de
mn a ⊗n

1L ou a ⊗n
1BR = BRn .
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Proposição
(Rn,Ln,mn) é o completamento de (Rn,⊗n

1BR,Π
n
1m).

Proposição
Seja ρ : R→ [0,∞] onde R

.
= {Πn

i=1Ii : ∀i , Ii ⊂ R intervalo
aberto} e ρ(Πn

i=1Ii) = Πn
i=1m(Ii). Considere ρ como pré-medida

exterior e seja m∗ a medida exterior induzida. Então
Ln = σ(m∗) e mn = m∗|Ln .
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Propriedades de Regularidade e Densidade

Proposição
∀E ∈ Ln:

(a) mn(E) = inf{mn(U) : U
ab
⊂ Rn e

U ⊃ E} = sup{mn(K ) : K ⊂ E compacto}.
(b) ∃F ∈ Fσ, ∃G ∈ Gδ, ∃N1,N2 ⊂ Rn nulos tais que

E = F ∪ N1 = G\N2.

Proposição
As funções contínuas Rn → C com suporte compacto formam
um subespaço denso de L1(mn).
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Teorema (invariância por translações de mn)
Dado a ∈ Rn, defina τa : Rn → Rn por x 7→ x + a.
(a) Para todo E ∈ Lm, τa(E) ∈ Ln e mn(τa(E)) = mn(E).
(b) Se f : Rn → K é Ln-mensurável, com f ≥ 0 ou f ∈ L1,

f ◦ τa também o é e
∫

fdmn =
∫

f ◦ τadmn.
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Notação

• GL(n,R)
.

= {T : Rn → Rn linear inversível} ⊂ L(Rn).
• Dada T ∈ L(Rn), denotaremos por [Tij ]1≤i,j≤n a sua matriz

na base canônica ε = (e1, · · · ,en):

T · ej =
n∑

i=1

Tijei .
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Proposição (mudança linear de variáveis)
Seja T ∈ GL(n,R).

(i) Se f : Rn → K é Lebesgue-mensurável, f ◦ T também o é.
(ii) Em (i), se f ≥ 0 ou f ∈ L1,∫

f dm =

∫
f ◦ T | det T | dm.

(iii) ∀E ∈ Ln, T (E) ∈ Ln e m(T (E)) = | det T | ·m(E).
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Definição
Uma aplicação φ : U

ab
⊂ Rn → Rn diz-se um difeomorfismo C1

se for uma aplicação de classe C1, injetiva, com (∀x ∈ U)
Dφ(x) ∈ Gl(n,R).

Observação
Pelo teorema da função inversa, a condição acima é
equivalente a: φ(U) ⊂ Rn é aberto, φ : U→ φ(U) é de classe
C1, inversível, com φ−1 : φ(U)→ U de classe C1.
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Teorema de Mudança de Variáveis

Teorema
Sejam Ω

ab
⊂ Rn e φ : Ω→ Rn difeomorfismo C1. Tem-se:

(i) Se f : Rn → K é Lebesgue-mensurável, f ◦ φ também o é.
(ii) Se, em (i), f ≥ 0 ou f ∈ L1,∫

φ(Ω)
f dm =

∫
Ω

f ◦ φ(x) · | det Dφ(x)| dm(x).

(iii) Se E ⊂ Ω é Lebesgue-mensurável, φ(E) também o é e

m(φ(E)) =

∫
E
| det Dφ(x)| dm(x).
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