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A medida de Lebesgue em R"

Definicao

O espaco de medida de Lebesgue (R, £L", m") é, por
defini¢do, o completamento de (R", ®7£, [T] m).

Notacao

Omitimos o “n” da notacdo sempre que nao causar confusao.

Observacao

Também chamamos de “medida de Lebesgue” a restricao de
m"a ®]L oua ®{Br = Bgn.
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Proposicao
(R",£",m") é o completamento de (R", ®]Bg, MN{m).

Proposicao

Sejap: R —[0,00] onde R = {N{L,/; : Vi, l; C R intervalo
avberto} e p(N7?_, ;) = N7_,m(l;). Considere p como pré-medida
exterior e seja m* a med/da exterior induzida. Entao

LM=o(m*) em" = m*|zn.
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Propriedades de Regularidade e Densidade

Proposicao
VE e L":
(a) MN(E) = inf{m"(U): UZRN e
U D E} =sup{m"(K) : K C E compacto}.
(b) 3F € F,, 3G € Gs, IN;, N> € R" nulos tais que

E=FUN; = G\No.

Proposicao
As fungées continuas R" — C com suporte compacto formam
um subespago denso de L' (m").
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Teorema (invariancia por translagdes de m”)

Dado a € R", defina t; : R" — R" por x — x + a.

(@) Paratodo E € L™, 14(E) € L™ e m"(7a(E)) = m"(E).

(b) Sef:R" — K é L "-mensurével, comf>0oufel’
for,tambémo ée [ fdm" = [ for,dm".
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Notacao

e GL(n,R) ={T : R" — R" linear inversivel} C L(R").
e Dada T € L(R"), denotaremos por [Tj]i<jj<n @ sua matriz
na base candnica s = (€1, -, €p):

n
T. € = Z T,-,-e,-.
i=1
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Proposicao (mudanca linear de variaveis)
Seja T € GL(n,R).

(i) Sef:R" — K é Lebesgue-mensuravel, f o T também o é.
(i) Em (i), sef>0oufell,

/fdm:/fo T |det T| dm.

(iii) VE € L7, T(E) € £" e m(T(E)) = | det T| - m(E).
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Definicao

b
Uma aplicacdo ¢ : U T R" s R" diz-se um difeomorfismo C'
se for uma aplicagédo de classe C, injetiva, com (¥x € U)
D¢(x) € GI(n,R).

Observacgao

Pelo teorema da fungao inversa, a condicdo acima é
equivalente a: ¢(U) C R" é aberto, ¢ : U — ¢(U) € de classe
C', inversivel, com ¢~ : $(U) — U de classe C'.
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Teoremaab

Sejam Q C R" e ¢ : Q — R" difeomorfismo C'. Tem-se:
(i) Sef:R" — K é Lebesgue-mensuravel, f o ¢ também o é.
(i) Se,em (i), f>0oufell,

/ fdm= / fo¢(x)-|det Dp(x)| dm(x).
() Q
(i) Se E C Q é Lebesgue-mensuravel, ¢(E) também o é e

m(6(E)) = /E | det Do(x)| dm(x).
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