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Teorema de Fubini-Tonelli

Teorema (Tonelli)

Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) espacos de medida o-finitos e

f: X xY —][0,00] M ® N-mensuravel, f > 0. Entéao

(1) as aplicagbes X — [0,00] e Y — [0, oc] dadas,
respectivamente, por x — [ fy dv ey — [ Y du sdo
ambas mensuraveis (e > 0);

[ adtuxn) - /Uf du] dj = /[/fydu} dv.

(2)
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Teorema de Fubini-Tonelli

Teorema (Fubini)
Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) o-finitos.
(@) Sef: X xY — R for u x v-quase integravel, entéo:

(1) e Parap-q.t. x € X, fy é quase-integrdvel e x — [ f, dv é uma
fungdo mensuravel (definida quase sempre) e
quase-integravel.

e Parav-q.t. y € Y, ¥ é quase-integrdveley — [ f du é
uma fungdo mensuravel e quase-integravel.

/{/fdu} dp = /fduxu /UMM] dv

(b) Dadaf e L'(u x v), entdo valem (1) e (2) acima
substituindo-se “quase-integravel” por “integravel’.

(2)
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Observacao
Os dois teoremas acima séo, em geral, aplicados “in tandem”.
Tipicamente, dada f: X x Y — K M ® N-mensuravel,
queremos calcular [ f via integrais interadas. A estratégia é:
(i) Calcule [ |f| por Tonelli.
(i) Se [|f| < oo, aplica-se Fubini para calcular [ f,
calculando-se integrais iteradas.
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Teorema (Fubini para medidas completas)
Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) espacos de medida o-finitos e
completos, e (X x Y, M ® N, \) o completamento de
(X x Y, M®N,uxv). Dada f M @ N-mensuravel e a-) f > 0
oub-) f € £L'(\), tem-se:
(1) Para u-q.t. x € X, f, é N-mensuravel (> 0 com a-),
€ £1(v) com b-)), a fungdo definida q.s. x — [ fydv é
mensuravel (> 0 com a-) e € L' (1) com b-)) e:

) [[[fdv] du= [fd
Enunciado analogo para seg¢des “y”.

Observacéao

O teorema acima se aplica, em particular, para o
completamento de (R” = [[{ R, ®]£,T]{ m), onde £ é a
o-algebra de Lebesgue em R e m a medida de Lebesgue em
L. Como veremos na préxima sec¢ao, tal completamento é o
espago de medida de Lebesgue (R”, £L". m").
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