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Teorema de Fubini-Tonelli

Definição (classe monótona)
Sejam X conjunto, C ⊂ 2X . C diz-se uma classe monótona se
C 6= ∅ e:

(i) (En)n∈N ⊂ C crescente⇒ ∪n∈NEn ∈ C

(ii) (En)n∈N ≺ C decrescente⇒ ∩n∈NEn ∈ C

Exemplo
Toda σ-álgebra é uma classe monótona.
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Lema da Classe Monótona

Proposição
A intersecção de uma família (Cα)α∈A de classes monótonas
em X é uma classe monótona se for não-vazia.

Definição
Dado E ⊂ 2X , a classe monótona gerada por E é a interseção
de {C ⊂ 2X classe monótona | E ⊂ C}. NOTAÇÃO: C(E).

Lema (Lema da Classe Monótona)
Sejam X um conjunto e A uma álgebra em 2X . Então
σ(A) = C(A).
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Proposição
Sejam (X ,M, µ) e (Y ,N, ν) espaços de medida σ-finitos. Dado
E ∈M⊗N:

1. as aplicações X → [0,∞] e Y → [0,∞] definidas,
respectivamente, por x 7→ ν(Ex) e x 7→ µ(Ey ), são ambas
mensuráveis.

2.
∫
ν(Ex) dµ(x) = µ× ν(E) =

∫
µ(Ey ) dν(y).
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