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Notacao e Objetivo

Fixemos (X, M, ) e (Y,N,v) até o final desta aula. Queremos
definir uma medida em (X x Y, M ® N) induzida por 1 e v de
forma natural.
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Retangulos Mensuraveis

Definicéo
SejaR ={Ax B| Ac Me B e N}. Os elementos de R
chamam-se retangulos mensuraveis.

Proposicao
Com a notacdo acima, R é uma semi-algebra.
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Demonstragao.
Com efeito:
e SeAxBeReA x B cR,
(AxB)N(A'xB)=(AnA)x(BNnB)eR

—_—
eMm eN

e XxYeR
e Dado Ax Be R,

(Ax B)° = (A° x Y)U (X x B®) = (A° x Y)U(A x B°)
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Corolario
A dlgebra A = A(R) gerada por R é dada por:

A= {Uq7 i X B,' | (A, X Bi)1§i§n -<fR}

Observacao
Note que o(A) =M @ N (pois 0(R) C o(A) C M@ N = g(R)).

Definicao

o : A — [0, 00)

-n n
E=J_AxB~ ;u(Afw(B;)
=



Medida Produto
00008000

Proposicao
Com a notagdo acima, mo esta bem definida e é uma medida
emA.

Lema
SejaA xBeRe (A,’ X Bi)ieN <R talque Ax B = UieNAi x B;.
Entdo pi(A)v(B) = 3 ey 1(Ai)v(B)).
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Como 7y é uma medida em A, segue do teorema de extensao
de Carathéodory que

1. Arestricao da medida exterior 7* induzida por 7 a
M & N = o(A) é uma medida que extende .

Definicao
Tal medida chama-se medida produto e denota-se por
pRrv=pxv:MN = [0,o].

2. Se (X, M, ) e (Y,N,v) forem o-finitos, myo também o é.
Nesse caso, pela unicidade dada pelo teorema de
extensao de Carathéodory, i1 x v € a Unica extensao de g
a uma medidaem M ®@ N (.. & a unica medida em M @ N
que, em todo retdngulo mensuravel A x B € R, € dada por
n(A)w(B)).



Medida Produto
00000080

Observacgao

A mesma contrugao pode ser feita para uma sequéncia finita
{(Xi, M, i) }1<i<n de espagos mensuraveis, obtendo-se uma
medida

n
HMIZM1®"'®Mn_>[OaOO]
i—1

tal que
n

[T n(A > - x Ag) =TT mi(A)
i=1

i=1
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Observacao
Valem as relagdes de associatividade esperadas. Por exemplo,

se {(Xi, Mj, ui)}1<i<3, as bijegoes:
i) X1 X (X2 X X3)
}_>

X1 XX2><X3 E} (X1 XXQ)XX3
(x1, (X2, x3))

(X1,X2,%3) = ((x1,%2), X3)

induzem isomorfismos mensuraveis

(X1 x Xo x X3, My @ Mo @ Mz) = ((Xq x X2) x Xz, (M4 @ Mz) @ M3)
= (X1 x (X2 x X3), My @ (M @ M3z))

e, com essas identificagdes:

g X pi2 X pg = (1 X p2) X g = piq X (p2 X p3)
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Préximo objetivo:
Investigar integrabilidade e calcular integrais em
(X x Y, M®N,u x v) através de integrais iteradas.

Notacao
1. ParaEc XxYexeX,yeyY

Ex={yeYlxy)eE}CY
EV={xeX|(xy)eE}tcX

2. Paraf: XxY—->K,xeX,yeY

fo=f(x,): Y 5K
P =f(.y): X =K
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Proposicao
Com a notacdo acima:
(a) SeEeMaN:Vxe X, ExeNeVyeY,EV e M.

(b) Sef: (X xY M®N)— K émensurdvel: Vx € X,
fx : (Y,N) — K é mensuraveleVy € Y, ¥ : (X, M) - K é
mensuravel.
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