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Notacao
Fixaremos um espago de medida (X, M, 1) até o final desta
secao.
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Comparacdao entre as Integrais de Riemann e de
Lebesgue

Proposicao
Seja f: [a, b] — R limitada.
(i) Se f for Riemann-integravel, entao f é Lebesgue-integravel

e
b
/ f(x) dx:/ fdm.
a [a,b]

(i) f é Riemann-integravel see

m({x € [a, b] | f descontinua em x}) = 0.
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Teorema (Derivacéo sob o Sinal da Integral via TCD)

Sejam: (X, M, 1) espago de medida, | C R intervalo e
f:XxIl—=Rtalquevtel, f(-,t): X = R e L'(u). Defina
F:1—TRporF(t):= [f(x,t)du(x).
(a) Suponha que:
(i) vx e X, f(x,): | - R continuaem ty € I.
(i) 3g € £V (u) tal queV(x,t) € X x I, |f(x,1)] < g(x).
Entdo F é continua em {;.
(b) Suponha que:
(i) Vx e X, f(x,-) : | = R derivavel.
(i) 3g € L' (u) tal queV(x,t) € X x I,

S 0] < a0

Entao F é derivavel e V't € |,

mn—/gunmwy
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Observacao

Na parte (a) do teorema anterior, vale um enunciado analogo
para a continuidade sequencial de F com o parametro t num
espaco topolégico qualquer.
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Definicdo (Funcdes mensuraveis no sentido estendido)
Sejam (X, M, ) espaco de medida e f: dom f C X — K
(K =R ou R ou C). Diz-se que f é mensuravel no sentido
estendido ou mensuravel definida q.s. se:

(i) dom f € M, u[(dom f)¢] = 0.

(i) f:(dom f,M|gomf) — K é mensuravel.

Observacéao
Note que toda fungdo f : dom f — K mensuravel no sentido
estendido admite uma extensao mensuravel X — K:
(i) Se (X, M, n) for completo, qualquer extenséo de f &
mensuravel.
(i) : X — K dada por flgoms = f € |(goms)c = 0 & mensuravel.
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Definicéo
Com a notagao da definicao acima, seja f : dom f - K
mensuravel no sentido estendido. Diz-se que:

(i) fé quase-integravel se f o for. Em caso afirmativo:
[ f= | f. Mais geralmente, VE € M:

/fd,ui/?d,u:/xb—?du.
E E

(ii) f é integravel se f o for.
Observacao

¢ A integral definida acima independe da extensao pois a
integral ndo enxerga conjuntos de medida nula.
¢ Daqui em diante, diremos, simplesmente, “mensuravel” no

lugar de “mensuravel no sentido estendido” ou
“‘mensuravel definida g.s.”.



Definicdo (norma 1)
Seja (X, M, n) espago de medida. Definimos:

1114 £7 (1) — [0, 00)

ol = [ 1] an

Proposicao
Com a notagéo acima, Vo € C, Vf,g € £L(u):
() lleflly = lel[|f]]+
(i) [desigualdade triangular]: ||f + g|l1 < |Ifllx + llgll1
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Definicéao

Sejam E K-espaco vetorial. (K=RouC)e | -||: E—[0,00)
tal que, Va € K, vx, y € E:
() fleex]] = fedl[Ix]].
(i) |Ix +yl < |Ix|l + |ly| (desigualdade triangular).
|| - || chama-se uma seminorma em E. Diz-se que || - || € uma

norma se for uma seminorma tal que [|x|| =0 = x = 0. Um
espaco normado é um par (E, | - ||), onde E K-espago vetorial
el | normaem E.

Definicao
Um espaco normado (E, || - ||) diz-se um espaco de Banach se
for completo com a métrica induzida por || - ||.
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Como construir um espac¢o normado a partir de um
K-espaco vetorial munido de uma seminorma

Proposicao
Dados E K-e.v. e - || seminorma em E,
N = {x € E | ||x|| = 0} é K-subespago vetorial de E.

Proposicao

Sejam E K-e.v., || - || seminormaem E, N = {x € E | || x| = 0}.
Entéao existe uma unica norma ||-|| em E/N tal que, para todo
x € E, [lx+ N[l = [|x].
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A construcao acima vale, em particular, dado (X, M, i) espago

de medida, para E = L'(u)e || - || = - ||+ : £' () — [0, 0).
Nesse caso:
1. N={fe L' u)||flly =0} = {f: X — C mensuravel
| f=0 u-q.s.}.

2. Dada f € £'(u),
[fl=f+N={g: X — Cmensuravel | g =f p-q.s.}.

3. L'(u) = L' (u)/N.

Teorema
Seja (X, M, 1) espago de medida. Entéo, (L' (), | - ||l1) é um
espago de Banach.
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Lema
Se (E,| - ||) espago normado (sobre R ou C). Sdo
equivalentes:
(i) (E,|l-|) é completo.
(il) Toda série absolutamente convergente em E é
convergente.
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Notagao

Daqui em diante, abandonaremos a notagao provisoéria “£* ()"
e usaremos a mesma notacéo (sobrecarregada) “L'(u)” para
denotar tanto £'(x) como o quociente £ (y)/N.

e Portanto, com esta convengao, “f € L'(x)” pode significar,
em fungéo do contexto, que f € uma fungao u-integravel
ou uma classe de equivaléncia de fungbes u-integraveis
que coincidem p-Q.s.

e Uma convencgao de notacdo analoga sera usada para os
espagos LP(u) a serem definidos mais adiante.
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Proposicao
Seja (X, M, 1) espaco de medidae Y ={p: X - C: ¢
simples e integravel}. Entdo Y € denso em L' ().

Corolario
Considere o espaco de medida (R, Bg, 1) com . medida de
Lebesgue-Stieltjes. Tem-se:
(i) ¥ ={p:R— C simples integravel da forma Y _; a;X
com (Vi)l; intervalo aberto} é denso em L' ().
(i) {f: R — C continua tal que
spt f = {x € R| f(x) # 0} cC R} é denso em L'(p).
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Exercicio
Sejam |a, b] intervalo compacto de R,
C%a, b],C) = {f : [a, b] — C continua} e

I 111 : €°([a, £],C) — [0, 0)

fn—>/b]f(x)] dx

Entdo (C°([a, b],C), | - l1) é um espago normado e seu
completamento é (L' ([a, b], B|(a5, M), || - [|1)-
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