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Notacao
Fixaremos um espago de medida (X, M, 1) até o final desta
secao.
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Definicdo (integrais de fungdes a valores em R)
Dada f : X — R mensuravel, diz-se que:
* f é quase-integravel se [ fT < occou [f~ < co. Nesse
caso, [f= [ft— [f~.
* féintegravelse [ft <o e [~ < .

Proposicao

f: X — R mensurdvel é integravel < [ |f| < cc.
Definicéao

L1(u,R) = {f: X — R integravel}.

Proposicao

£1(u, R) é R-subespago vetorial deRX e [ -: L(u,R) — R &
linear.
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Definicao (integrais de fungbes a valores em C)
Seja f : X — C mensuravel. Diz-se que f € integravel se
[ f] < o0.

Proposigao

f: X — C éintegravel < Ref: X - Relmf: X — R o forem.
Definicéao

LY(p) = L' (u,C) = {f : X — C integravel}.

Proposicao
£1(u) é C-subespago vetorial de CX e [ -: L1(u) — C é linear.
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Proposicao (Desigualdade tringular integral)
Com a notagéo acima, se f € £'(u), entdo

‘/fd,u‘ §/]f| du.
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Teorema (teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue)

Sejam (fp)pen < L1(u, C)ef: X — C tais que f, Pife

39 : X — [0,00] € L' (1) tal que (Vn € N) |f,| < g. Entéo,
fetl(ue[fh— [f.
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Exercicio
1. Sef: X — Rintegravel, {x € X : |f(x)| = co} é nulo e
{x € X: f(x) # 0} éo-finito.
2. Sef: X — Cintegravel, {x € X, f(x) # 0} é o-finito.
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Exercicio
A integral “ndo enxerga conjuntos nulos’, i.e.:
() Dadas f,g: X — C integraveis, sdo equivalentes:
() [If-9g/=0
(b) VEeM, [f=[-9
(c) f=gu-q.s.
(i) No teorema da convergéncia dominada, podemos
substituir convergéncia pontual por convergéncia y-q.s.,
ie. se

(fa)nen Sequéncia de fungbes mensuraveis X — C
f: X — C mensuravel

fn — f u-g.s.

ge L (u)e(vn) |f| < g p-gs.

entdo [ f, — [ f.



Integrais de Funcodes a Valores em C
0O000000e

Exercicio
A integral é compativel com tracos:

EecM
Mg = {F e M|F C E}
plE : Mg — [0, 00]

F = u(F)

Tome

Se f: X — C forintegrdavel em E i.e. se X g - f € L'(n), entéo
fle € L'(ule) e

/Efdu_/f\E d(ple)-
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