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Aplicacoes Mensuraveis

Definicao
Sejam (X, A), (Y, B) espagos mensuraveis. Uma aplicacao
¢ : X — Y diz-se mensurével se VB € B, $~'(B) € A.

Proposicao
Com a notagdo acima, sejam S c 2¥ e B = o(S). Para que ¢
seja mensuravel basta que, VB € S, ¢~'(B) € A.

Proposicao
Sejam

(X, A) % (v, B) L (z,e)

aplicagbes mensuraveis entre espagos mensuraveis. Entao
1 o ¢ € mensuravel.
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Proposicao
Sejam (X, 7x), (Y, 1y) espagos topoldgicos e ¢ : X — Y
continua. Entdo ¢ : (X,Bx) — (Y, By) é mensuravel.

Convencéao
Se (Y, ry) for um espago topoldgico, sempre consideraremos
Y munido de %Ay, salvo mengao explicita em contrario.
Por exemplo, se (X, M) espago mensuravele f: X — Y,
dizemos que f &€ M-mensuravel se f : (X, M) — (Y, Zy) for
mensuravel. Em particular:
e f: R — R Lebesgue-mensuravel ~ f : (R, L) — (R, $r)
mensuravel;
e f:R — R Borel-mensuravel ~ f : (R, #r) — (R, #r)
mensuravel.
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Fungoes Positivas

o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Proposicao (o-algebra induzida por uma familia de
aplicagdes)

Sejam X um conjunto, (Y., Aa)aca familia de espagos
mensuraveis e (X LN Ya)aca- Entéo existe uma menor
o-algebra M em X que torna, Vo € A, f, mensuravel. Além
disso, se (Va € A)A, = o(Sa),
M=c({VCX|3aeA3IDeS,,V=1"D)}).

Definicao
A menor o-algebra cuja existéncia é assegurada pela

proposi¢éo acima chama-se o-algebra induzida pela familia
(fa)aeA-
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Proposicao
Com a notagdo da definigcdo e proposicao acima, sejam, (Z,C)
espaco mensuravele ¢ : Z — Y

(Z,0) & (X, B) = (Yo, Au)

Entdo ¢ : (Z,C) — (X, B) é mensuravel se, e somente se,
(Vo € A) f, o ¢ for mensuravel.
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Operacdes com Fungdes Mensuraveis

Proposigao
Sejam (X, M) espago mensuravel e f,g : X — C fungées
M-mensuraveis. Entdo:

e f+ g e fg sGo mensuraveis.
e Se g ndo se anular, f/g é mensuravel.
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Operacdes com Fungdes Mensuraveis

Proposicao

Seja (un)nen Sequéncia de fungbes mensuraveis (X, A) — R.
Entéo g1 = suppen Un, G2 = infren Un, g3 = lim Uy € gq = lim up,
sS40 mensuraveis.

Corolario B
Sef,g: (X,A) — R mensuravel, max{f, g} e min{f,g} sdo
mensuraveis.

Corolario

Seja (fn)nen Sequéncia de fungbes mensuraveis (X, A) — C
pontualmente convergente paraf: X — C. Entdo f é
mensuravel.
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Definicao (partes positiva e negativa de uma funcéao)
Sejam (X, .A) espago mensuravel e f: X — R.

fT = max{f,0}
f~ = max{—f,0} = —min{f,0}

Noteque f=f"—f-el|f|=f"+f,equef: X >R é
mensuravel see ft e f~ o forem.

Observacéao
Se f: X — C, a decomposigdo polarde f é f = (sgnf) - |f|,
onde sgn : C — C é a fungdo mensuravel dada por

z
sgn(z){ (\? 270

CC

Note que f € mensuravel see sgn f e |f| o forem.
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Definigao (funcdo caracteristica)
Sejam X um conjuntoe A C X

Xa: X—R
X 0 sex¢A
1 sexcA
chama-se indicatriz ou fungdo caracteristica de A.

Observacao
Se (X, A) espago mensuravel e A C X, entdo A€ A see X4
mensuravel.
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Definicao (fungdes simples)

Seja (X, A) espago mensuravel. Uma fungdo em X diz-se
simples se for uma combinacao linear finita, com coeficientes
em C, de fungdes caracteristicas de mensuraveis, i.e. uma
fungéo da forma Y-, ¢; X 4, cOM (A))o<i<n < A.

Ideia:
Sejam (X, A, 1) espago de medida e ¢ = "7 , a; X 4, Simples.
Definiremos

/cf)du = aiu(A)
i=0

e, para f : X — C mensuravel, definiremos [ fdy aproximando
f por fungdes simples.
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Proposicao
Sejam (X, A) espago mensuravel e ¢ : X — C. Entdo, sdo
equivalentes:

(i) ¢ é simples.
(i) ¢ € mensuravel e lm ¢ é finita.
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Demonstragao.
e (i)=(ii) é claro.
e (ii)=-(i) Seja » mensuravel e
Im¢ = {cy, C1, ..., Cn}
N ——
2 a 2 distintos
Entéao

n
6= X1}

j=0

()

.. ¢ é simples.
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Definicao (representagéo padrao)
Com a notagao acima, () chama-se representagdo padrao
de ¢.

Corolario
Sef,gsimplesea € C,entdof+ g, f-g, af também sédo
simples.
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Teorema (Aproximacao de fungdes mensuraveis por
fungdes simples)
Fixe (X, A) espaco mensuravel.
(a) Sejaf: X — [0,00] mensuravel. Existe (¢n)nen S€QUéENCIA
crescente de fungées simples X — [0, oo] tal que
on(x) 7 f(x), Vx € X. Além disso, se A C X tal que Im f|4
é limitada em R, entdo ¢n|a — f|a.
(b) Sejaf: X — C mensuravel. Existe (¢n)nen S€quéncia de
fungées simples X — C tal que:
() (YneN) |¢n| < |pni1] <|f].
(i) ¢n 25 f e VA C X tal que f|a limitado, ¢p|a L f|a.
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Exercicio
Sejam (X, M) espago mensuravel, f : X — [0, co] mensuravel,
(rn)nEN =< (0,00), rn — 0 e 221 I’, = Q. Entéo, H(An)neN =< M

tal que.
> mXa, =1
n=1
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Notacao

Fixaremos um espaco de medida (X, M, 1) até o final desta
secao.

Definicao

Lt = {f: X — [0, c0] mensuravel}.

Definicao (integral de fungao simples)

Seja ¢ € LT, simples, com representagdo padrao > 7, a; XE-
A integral de ¢ é

> aiu(Ej) € [0, o).

i=1

Notacao

Joan  [o. [ooame.  [otou(ax
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Definicéao
SeAcMegpeclT,

/Acbdui/xwdu

Proposicao
Sejam (X, M, ;1) espago de medida, ¢, € L™ simples, ¢ > 0.
Entgo:
(i) feo=c /o
(i) f[o+d=[o+ [¢.
(i) Se¢ <, [¢< [4.
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Coroléario

(i) Se(¢i)1<i<n < LT, ¢; simples, ent&o

/’Zn;qbi:é/@

Basta usar (i) da proposicao anterior e indugdo sobre n.
(i) Seja¢ e L simplese¢ =3[, a; Xg (ndo

necessariamente a representagdo padrdo), com

(Vi)a; > 0. Entdo

/¢ = ;aiN(Ei)

Basta aplicar o item anterior com ¢; = a; X g, para
1<i<n.
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Proposicao
EeMw— [z €[0,00] é uma medida.
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Definicéao
Parafe Lt

/f—sup{/qﬁ:qﬁeL+simples,qb§f}e[O,oo]

Observacao
Se ¢ € L™ simples, a nova definicdo coincide com a antiga.
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Proposicao

Vf,g e Lt,Vc € [0,00):
(1) [ef=c[f

(2) Sef<g,[f<[g
Definicéao
Sefelt,AeM

fo o

Definicao
Diz-se que f € L™ é integravel (ou somavel) se [ f < cc.
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Teorema (Teorema da convergéncia mondtona)
Seja (fn)neny < LT sequéncia crescente. Entao,

N~
eLt

Corolario
Seja (f,)n sequéncia em L™ (finita ou infinita). Entdo:

/Zn:fnzzn:/fn.
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Teorema (Lema de Fatou)
Seja (fo)nen < LT. Entdo

Corolario
Se (fo)n < LT efy, LNy (portanto f € L),

[r<im [
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Exercicio
A integral ndo enxerga conjuntos de medida nula:

1) Dadafec LT,

/sz@f:Ou-q.s.

2) Dadas f, g € L* integraveis, sdo equivalentes:
() VEEM, [(f=[-g
(iiy f=g9p-q.s.
3) Nos teoremas de convergéncia (i.e., TCM, lema de Fatou
e TCD, a ser visto) convergéncia pontual pode ser
substituida por convergéncia j.-q.S.

p
Exemplo: se (fo)pen < LT, f € LT, f, / f u-q.s., entdo

[t /[ f.
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Exercicio
Sejam (X, M = 2%, 1), onde 1. é a medida de contagem, e
f: X —1[0,00]. Entdof e L" e

/f: sup{> _f(x) | F C X finito}.
xeF

Ou seja, a integral de f com respeito a medida de contagem
coincide com a soma ndo ordenada de f.

Notacao
Soxfoud, xf(x)para [fdpu.

Observacéao
Em particular, se X =N, Y~ f(n) coincide com "/~ f(n).
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