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Definicéao
Dado (X, 7) espago topoldgico, uma medida boreliana em X é
uma medida i : Bx — [0, oo].

Obijetivo:
Caracterizar as medidas borelianas em R finitas nos
compactos de R, i.e. as medidas de Radon em R.
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Ideia:
e Seja i : Br — [0, o] medida finita. Tome

F:-R—-R
X = p((—o0,X])

e F é crescente e continua a direita. Isso decorre da
monotonicidade e da continuidade para baixo da medida.

¢ Partiremos de F : R — R crescente e continua a direita e
tentaremos obter uma medida boreliana a partir de F.
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Definicao (h-intervalos)
Seja H = {(a,b]NR|a,b € R e a < b}. Os elementos de H
chamam-se h-intervalos.

¢ Note que, se a = b, o intervalo é o conjunto vazio, logo
() € H. Além disso, H € uma semi-algebra (em particular, é
uma familia elementar). Portanto, a algebra A = A(H)
gerada por H é dada por

A={ULodi: neN, (J))o<icn < H}

e Tome F : R — R crescente e continua a direita. Definimos
F(+0) = limp100 F(X) €R €
F(—o0) = limp— o F(X) € R. Pomos:
¢:H—[0,00]
(a,b)NR— F(b) — F(a)
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* Note que ¢ estd bem definida, i.e. ndo ocorre oo — co.
Além disso, se F for a identidade, ¢ é iguala b — a, i.e. 0
comprimento do intervalo. Quero estender a ¢ a uma
medida em A, a qual sera subsequentemente estendida a
uma medida em o(A) = By através do teorema de
extensao de Carathéodory. Defina:

po : A — [0, 00]

n
Ulodi = > ()
i=0

e Afirmacao: ;o esta bem definida e € uma medida na
algebra A.

* Pelo teorema de extensao de Carathéodory, existe, pois
uma medida ufr : Br — [0, o0] que estende . ISso prova
parte do seguinte:
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Caracterizagao das medidas de Radon em R

Teorema
Seja F : R — R crescente e continua a direita. Entdo:
() existe uma unica medida boreliana g tal que Va, b € R
coma< b, ur((a,b]) = F(b) — F(a). Além disso,
a) ur é finita nos compactos
b) Se G: R — R crescente e continua a direita i = g see
F — G constante.
(i) Reciprocamente, se i : Br — [0, 0] medida finita nas
compactos, existe F : R — R crescente e continua a
direita tal que . = ur.
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Observacao

° A mesma construcdo feita anteriormente pode ser
reproduzida para h-intervalos da forma [a,b) "R e
F : R — R crescente e continua a esquerda.

e Dada F : R — R crescente e continua a direita, seja
o : A(H) — [0, co] medida induzida por F. O teorema de
extensao de Carathéodory fornece mais que uma medida
boreliana ur : Br — [0, o], i.e. fornece uma medida
wur : Mg = o(p*) — [0, 00] @ qual é o completamento de
wur - Br — [0, 00] (pois pg : A(H) — [0, 00| € o-finita).
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Definicao (medidas de Lebesgue-Stieltjes)
Com a notagéo acima, pr : Br — [0,00] ou g : Mg — [0, o0]
chama-se medida de Lebesgue-Stieltjes induzida por F. Se
F = idg,
* . r chama-se medida de Lebesgue, e denota-se por m;
e [ = Mg chama-se o-algebra de Lebesgue.

Observacgao

* Observagéo: Br & £ G P(R)
e L é o completamento de Bgr com respeito a medida de
Lebesgue.



Medidas de Radon em R.
000000080

Propriedades de regularidade das medidas de
Lebesgue-Stieltjes.

Proposicao
Sejam 1 : M — [0, oo] uma medida de Lebesgue-Stieltjes e

*

w* : 28 — [0, oo] @ medida exterior por ela induzida.

VE C R, p*E = inf{u(U) | U aberto e E C U}.
VECR,3VCRumG;stalque E C Ve pu*(E) = pu(V).
VE e M, u(E) = sup{u(K) | K compacto e K C E}.
VE e M,dJF C Rum F, talque F C E e u(E) = u(F).

Ao Dnp -
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Invariancia da Medida de Lebesgue

Proposicao
Sejam: L — [0,00] a medida de Lebesgue (i.e. a medida de
Lebesgue-Stielties induzida pela identidade). Se E € L, ent4o,
VreR:

1. E+relLem(E+r)=m(E),

2. rEe L em(rE) = |rim(E).
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