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Medidas em Espacos Mensuraveis

Definicdo (Medidas (recordacéo))
Sejam (X, M) um espago mensuravel e i : M — [0, oc]. Diz-se
que 1 € uma medida se
° u(0) =0;
e u enumeravelmente aditiva, i.e. (Upen An) = > poq 1(An)
para toda (An)neny < M.



Medidas (cont.)
0e00000

Pushforward, Trago e Restricao

Definicéo
Seja (X, M, n) espago de medida.

i) Dados (Y,N) espaco mensuravel e ¢ : (X, M) — (Y,N)
aplicacdo mensuravel, define-se ¢ : N — [0, o] por
A (¢~ "(A)). Entéo ¢4 é uma medida, chamada
pushforward de . por ¢.

i) Dado Y € M, o trago M|y € subconjunto de M, de modo
que faz sentido considerar u|y : M|y — [0, co] obtida por
restricdo de p : M — [0, oc]. Chamamos |y de trago de
emY.

i) Dado Y € M, definimos (VA € M)u LLY(A) = u(Y N A).
Entédo p LY : M — [0, o] € uma medida, chamada
restricgode pa'y.

Note que p LY = ix(p]y), onde i : Y — X é aincluséo.
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Proposicao (Propriedades das Medidas)
Seja (X, A, u) espago de medida. Tem-se:
(i) (monotonicidade) Se A,B € A e AC B, entdo
1(A) < u(B).
(i) (subaditividade enumeravel) Dados A € A, (An)pen < A
com A C UpenAn,

#A) < 3 (An)

n=1

(ii) (continuidade para cima) Se (An)nen < A crescente, entao

K (U An) = nhan;o 1(An).

neN
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Proposicao (Propriedades das Medidas(cont.))

Seja (X, A, 1) espago de medida. Tem-se:

(iv) (continuidade para baixo) Seja (An)nen < A decrescente.
Suponha que existe ny € N tal que ;1(Ap,) < co. Entdo

p <ﬂ An> = lim p(An)

neN

Observacao

N&o vale (iv) com a omissao da hipétese de que (3ny € N)
1(An,) < oo: tome (N, P(N), u= medida de contagem) e
(An)nen < 2N dada por A, = {k € N: k > n}. Tem-se:
(Vnu(An) = oo .. u(An) — oo, mas NpenAn = 0 e p(0) = 0.
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Espaco de Medida Completo

Definicéao
Dado (X, A, u), N C X diz-se nulo se 3B € A tal que u(B) =0
eNCB.

Definicdo (espaco de medida completo)

Seja (X, A, n) espago de medida. Diz-se que (X, A, u) é
completo (ou que . € completa) se todo nulo for mensuravel,
i.e. N C X nulo implica N € A.
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ao de Carathéodory

Completamento de um Espaco de Medida

Proposicao
Seja (X, A, u) espaco de medida. Defina:

A={YCX:3AcA,3NC Xnulo,Y=AUN}

Entdo A é uma o-algebra e 1 admite uma Unica extens&o a
uma medida i : A — [0, 0c]. Além disso, ji € completa.
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Nomenclatura: p-a.e.
Definicao
Sejam (X, A, 1) espaco de medida e P(x) uma propriedade
relativa aos pontos de X. Diz-se que P vale u-quase sempre
em X se {x € X|=P(x)} for um conjunto nulo (i.e. subconjunto
de um mensuravel de medida zero).
Notacao
P u-g.s.

Exemplo
Seja (X, A, n) espago de medida.
1. Dadas f,g : X — C, “f = g u-q.s.” significa
{x € X|f(x) # g(x)} € nulo.
2. Dadas (fy)nen sequéncia de fungdes e f: X — C, “fy — f
u-g.s.” significa {x € X|f,(x) - f(x)} é nulo.
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Medida Exterior

Definicéao
Sejam X um conjunto e x* : 2X — [0, oc]. Diz-se que p* é uma
medida exterior se:
(i) w*(0) =0
(i) (subaditividade enumeravel) se A C X e (Ap)nen < 2 tais
que A C UnpenAn, entéo p*(A) < 3721 1% (An)

Note que (ii) na definicdo acima implica x* monétona.
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Pré-medida Exterior
Proposicao
Sejam X conjunto, A C 2X talque) € A e p : A — [0, ] tal
que p(0) = 0. Entgo:
p* 2% [0, 00]

E — inf {Z p(An) i (An)nen < A€ E C UneNAn}

n=1
é uma medida exterior.

Observacao
inf ) = 4o0.

Definicao
Com a notagao da proposi¢ao acima, p chama-se pré-medida
exterior e u* a medida exterior induzida por p.
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Exemplo
X=R,A={(abNRla,bcR,a<b},p: A—[0 ]

b—a seb<
(a,b]ﬂRH{Oo se b— oo
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Mensurabilidade Segundo Carathéodory

edidas

(cont.)

Definicdo (mensurabilidade com respeito a uma medida
exterior)

Seja u* : 2% — [0, o] medida exterior. Digo que A C X é
w*-mensuravel se for cumprida a condicao de Carathéodory:

VE C X, *(E) = p*(ENA) + u*(ENA°)  (Ca)

Ideia Geométrica (ex. 19 da secao 1.4, lista 4)

Seja p* uma medida exterior em X induzida por uma
pré-medida (i.e. uma medida numa algebra) finita po. Dado
E c X, defina a medida interior de E por

w(E) = po(X) — p*(E®). Entdo E é p*-mensuravel see
p*(E) = p«(E).
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Mensurabilidade Segundo Carathéodory

Observacao

Para que (Ca) seja verificada, basta que, para todo E C X com
p(E) < oo,

WH(E) > w*(ENA) + 1 (EN A,
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Teorema de Carathéodory

Teorema

Sejam X um conjunto e p* : 2X — [0, oo] medida exterior.
Entéo:

(i) o(p*) ={E C X|E u*-mensuravel} é uma o-algebra e
K |o(u) € uma medida.

(i) VE C X|u*(E) =0, tem-se E € o(u*). Em particular,
1| o) € completa.

Definicéao
1| () Chama-se medida induzida por p*.
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Teorema de Extensao de Carathéodory

Teorema (teorema de extensado de Carathéodory)
Seja g : A — [0, o] medida numa algebra A c 2X e
w* 2% — [0, 00] induzida por 1. Entéo:

(@) p*la = po-

(b) A Co(p).

(c) o(A) Ca(u*) e p*|,a) € uma medida que estende jig.
Além disso, se v : o(A) — [0, o] for outra medida que
estende g, v < p*|y (4, I.€., VE € o(A), v(E) < p*(E).
Vale a igualdade se 1.*(E) < oo. Finalmente, se
o : A — [0, 00] for o-finita (i.e. 3(An)n < A tal que
UnAn = X € (Vn) po(An) < 00), entao v = p*|,4y (€M
outras palavras, a extensao p* |4y € unica).
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Pergunta:

Com a notagdo acima, qual a relacio entre
(1) (X,0(A), o)) €

(2) (X o(p"), 1 lo(ury) ?

Resposta:

® Se g : A — [0, o0] for o-finita, (2) € o completamento
de (1).

* No caso geral, (2) é o saturamento (vide definicao no
exercicio 16 da secao 1.3 — lista 3) do completamento
de (1).
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